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Prologo 


El estudio de la Geometria en ia ensenanza media es uno de los puntos que 
mas se ha discutido y se discute en las conferencias nacionales e intemacionales, 
que sob re la ensenanza de la matematica se celebran en todo el mundo. 

En primer lugar, debemos prectsar a que ciclo damos el nombre de ensenanza 
media y para ello lo mejor sera indicar la edad que comprende, y que de una 
manera general son los estudios realizados de los 12 a los 17 6 18 anos, divididos 
en dos etapas; ensenanza secundaria o prevocacional de los 12 a los 15 anos (tres 
anos} v ensenanza preparatoria * de los 15 a los 18 (tres anos), En muchos palses 
los seis anos form an el bachillerato. 

En segundo lugar, debemos senalar lo que entendemos por <f mate m:\tica rno- 
dej-na” y por 'revolucion tie las matem Uicas oscolates Las caracteristicas de la 
nueva matematica son, dice el Dr. Luis A. Santalo (Argentina) ’ poder da ^ : • 
sis y la vfine dad de nuevos dominios en que es aplicable, consecuencias de su gran 
gen rend a- i y dr su construction (ixunndtica”. El poder de sintesis permite que teo- 
rias de distinto origen, y desarrolladas indepen dientemente, se vean en glob ad as como 
casos particulares de teorias mas amplias. La variedad de nuevos dominios se ha 
logrado con teorias modem as que, como la teoria de juegos de J. von Neumann, 
han permitido tratar matematicamente disciplinas del campo de la economia, la 
sodologia, la estrategia, etc., que antes se mantenian al margen de las ciencias exac- 
tas. La biologia tambien necesita de ramas matematicas como la estadistica. 

A! hablar de ■■vr.h ion de las rnattma liras e&Colaresf nos referimos, princi- 
palmente, a la busqueda de lo que hay que suprimir de ia matematica tradicional 
para poder dedicar un tiempo a la ensenanza de temas que antano se reservaban 
a estudios en un nivel superior. Tambien la revolucion se refiere a la manera de 
enseriar ios temas tradicionales y los nuevos, sin perder de vista que la mayor parte 
de lo que se llama ; - d.icas antiguas" $jgue siendo lo mas importante y debe 


continuar ensenandose, 

Al aplicar estos conceptos a la Geometria, nos encontramos con una situacion 
bien curiosa: al decir muchos matematicos que la Geometria de Euclides debe des- 
aparecer, porque no tiene nada que ver con la matematica modema, que es esteril 
y que se halla fuera del camino principal de los adelantos matematicos, pudiendo 
relegarse a los archivos para uso de los historiadores del manana, criterios,, que se 
resumen en !a celebre frase de Dieudonne en el Seminario de Royaumont (Fran- 
cia) dc irianguios! , ban logrado, al ser mal interpretados, 

que no se ensehe geometria sintetica y, en consecuencia, son ya muchos los paises 
latinoamericanos en ios que, practicamente, el estudiante no conocc esta disciplina, 
con lo que su formadon matematica presenta serias deficiendas, Pero son muchos 
los profesores de America Latina que opinan como el Prof. Omar Gatunda (Iira- 
sil) quien, en la Prhnrra Conferencia Interamericana sabre Ensenanza dr ia Ma- 


* En Mexico 
para tori a. 


tambien se tiene el ciclo vocational de dos anos equivalents a una pre- 







celebrada en Bogota (Colombia) mi 1961, dijo; en mi pals no debe decirse 

"abajo Euriides 5 sino";a : nu*iK>u lides!” 

ba mala interpnetacion que lia romljcido al estado de cosas que sen alamos 
proct.de principalmente de no ha her 1 prccisado lo que se entiende por ensehanza me¬ 
dia. Lo dicho por Dieudonnc > Olros profesores universitarios sobre Euclides, se 
refiere a la emeflan/a de la Oenmctrfa en el grado superior de la segunda enseiian- 
za (15 a 18 anew). Es <•«■ este grado donde, despues de haber adquirido los conod- 
rnientos bdsicos de Algebra inodema, ha de volverse a la Geometria pero con tra- 
tamiento analitico y en forma vectorial. Un tratamiento analitko a partir del con- 
cepto de espacio vectorial, permitira volver a la axiomatic a por el camino algebraic© 
de los espacios vectoriales. 


Pero en la ensehanza primaria (6 a 12 ahos) los alumnos deben adquinr la 
cantidad de ideas geometricas que sirvan de base para aprender, de los 12 a los 
15 ahos, la parte de geometria euclidiana necesaria para llegar a los conteptos de 
punto, figura, recta, piano y espacio, como constmcciones puramente mentales y 
generalizar las reiaciones entre estos elementos hasta el punto, como dice el Dr. Fehr 
(EE. ULr.), in p'odf'r estable set cartas arenas deduchru de ieomrfuts ■<>brc algo 
menos que una base axiamdtica 

Este criterio viene apoyado en el hecho de que si pensamos en todos los alum¬ 
nos que cursan la segunda ensehanza, no solamente en los futuros matematicos, la 
geometria euclidiana crea un habito de raciocinio que la hace importante para la 
conformation del individuo organizado. Y no es valida la opinion de algunos pro- 
fesores^ de que es mas util iniciar a las mentes jovenes en una estmetura matematica 
axiomatica ensehando las estructuras del Algebra, porque la introduccion del alge¬ 
bra modema se ha visto que es diflcil y hay que hacerlo en una etapa superior (de 

los 16 a los 18 ahos) y siempre que se haya alcanzado una formacion matematica 
bastante com pie ta. 

El texto del Prof. Baldor trends al concept© actual de la ensehanza de la Geo¬ 
metria en e! ciclo secundario (12 a 15 ahos). No se trata de ensehar una Geome¬ 
tria euclidiana al estilo clasico sino aprovechar el valor formative de esta materia 
en el sentido axiomitico, que constituye la esencia de toda la matematica estable- 

ciendo los teoremas como coitas cadenus dad,.crivas sobre a!gu menos in- un a 
l ? aS(; ^ijctemi-ute axkmmka". La obra senala un provechoso termino medio entre 
la ensenanza de tipo clasico y lo que podriamos llamar un enfoque contemporaneo 

de la Geometria que debe inicianse en el grado superior del bachillerato v en la 
Umversidad. 

, Este , es el P unto 4* vista q«e actual men te se esta dando a los textos de Geome- 
tua euclidiana en la mayoria de los paises. En el Seminario de Aarhus organizado 
por la International Commission for Mathematical Instruction (I.C.M.I.) celebra- 
do del 30 de mayo al 2 de junio de 1960 en Dmarnarca y en la reunion celebrada 
en Bolonia (Italia) del 4 al 7 de octubre de 1961. concentraron principalmente sus 
trabajos en el estudio de los axiomas que permkan conservar la geometria de 
Euclides. 

De los textos tradicionales el autor ha suprimido un gran numero de teoremas 
lemas, escolios, y corolarios, principalmente en la geometria de] espacio. Ha conser’ 
vado el enunciado de muchas propiedades pues el alumno delx aprender lo mAs 





















posible. Tambien ha procurado que el alumno vea en la deduction matematica un 
metodo para comprender cosas no evidentes, soslayando las dernostraciones compli- 
cadas de proposiciones, cuyo enunciado, pare/ca al alurnno de una claridad tal que 
no sienta la necesidad de una justifieacion. El suprimir demostracion es complicadas 
de propiedades cvidentes, hace mas agradable el estudio de la. matematica y per- 
mite hacer ver al alurnno, con mayor facilidad, los fines que la matematica persigue. 
Muchas de estas propiedades se pueden aceptar como postulados cuya comprobacion 
suele ser sencilla. 

La inclusion de la Trigonometria puede ser debido a la necesidad de ajustarse 
a la mayor! a de los program as oficiales de la materia. En realidad, la Trigonometria 
tiende a desaparecer como disciplina independiente y asi debe entenderlo el Prof. 
Baldor al incluirla como unos capstulos de la Geornetrla. La importancia de la Tri¬ 
gonometria en el siglo pasado, en America, era por la necesidad de su aplicacldn 
en la navegacion, la agrimensura y la astronomia. En la actualidad, lo mas impor¬ 
tant e de la Trigonometria es el estudio de las propiedades de las funciones trigono- 
metricas y por esto su estudio, en nivel superior, ha pasado a formar parte de la 
Teoria de funciones. La parte elemental que incluye el Prof. Baldor en su texto, 
es un buen fundamento para los estudios oosteriores. 

Sobre la didactica del libro se puede decir que el autor utiliza en esta obra, 
muy acertadamente, el color, como eficaz ayuda para desarrollar el espiritu estetico 
y, en algunos casos, descubrir, de manera optica, ciertos eonceptos y relaciones. 

Para que el alumno pueda aprovechar el texto a su maximo, necesita de la ayu¬ 
da del profesor. Es dste quien tendra que decidir, en cada caso, lo que debe supri- 
mirse y lo que debe ampliarse. La experiencia le indicara el valor cfectivo dc la 
obra para el fin que le esta sefialado: establecer las bases para una mejor compren- 
sion de los temas de Geometria que ie seran enseiiados en el ciclo superior, segun 
las nuevas norm as sefialadas en las distintas reuniones intemacionales de los orga- 
nismos dedicados al estudio de la ensenanza de la matematica en nuestra epoca. 

Mexico, julio de 1966. 

Marcf.lo Santai o 

Profesor de la Escuela Nacional Preparatoria de 
la Universidad Nacional Autonoma de Mexico 
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Geometria plana 


BREVE RESERA HISTORICA 


Los primeros conocimientos geometric os que tuyo cl hombre consistian 
en un con junto de reglas practical. Para que la Geometria fuera considerada 
como ciencia tuvieron que pasar muchos siglos, hasta Uegar a los griegos. 

Es en Grecia donde se ordenan los conocimientos empiricos adquiridos 
por el hombre a traves del tiempo y, al reemplazar la observacion y la ex- 
peri encia por deducciones rationales, se eleva la Geometria al piano riguro- 
samente cientifico. 

BABILONiA. En la Mesopotamia, region situada entre el Tigris y el 
Eufrates, florecio una civilizacion cuya antigiiedad se remonta a 5 7 siglos 
a prox imadamente. 
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4 geometria plana y del espacio 

Los babilonios fueron, hace cerca de 6000 anos, los inventores de la 
rueda. Tal vez de a hi provino su afan por descubnr las propiedades de la 
circunferencia y esto los condujo a que la relation entre la longitud de la 
circunferencia y su diametro era igual a 3. Este valor es famoso porque tam- 
bien se da en el Antiguo Testamento (Primer Libro de los Reyes). 

IjOS babilonios lo hallaron considerando que la longitud de la circunferencia 
era un valor intermedio entre los perimetros de los cuadrados inscrito y cir- 
cunscrito a una circunferencia. 

Cultrvaron la Astronomia y conociendo que el ano tiene aproximadamente 
360 dias, dividiemn la circunferencia en 360 partes iguaies obteniendo el 
grado sexagesimal. 

lamhien sabian trazar e] hexagono regular inscrito y conotian una 
formula para faallar el area del trapecio rectangulo. 

EL, (PI'O, La base de la civilization egipcia fue la agriculture. La apli- 
cacion de los conocimientos geometricos a la medida de la tierra fue la causa 
de que se diera a esta parte de la matematica el nombre de Geometria que 
signifies medida de la tierra. 

Los reyes de Egipto dividieron las tierras en parcelas. Cuando el Nilo 
en sus crecidas periodicas se llevaba parte de las tierras, los agrimensores 
tenian que rehacer las divisiones y calcular cuanto debia pagar el dueno 
de la parcela por concepto de impuesto, ya que este era proportional a la 
superficie cultivada. 

Pero la necesidad de medir las tierras no fue el isnico motivo que tuvieron 
los egipcios para estudiar las matematicas, pues sus sacerdotes cultivaron la 
Geometria aplicandola a la construction. 

Hace mas de 20 siglos fue construida la “Gran Piramide”. Un pueblo que 
emprendio una obra de tal magnitud poseja. sin lugar a dudas, extensos cono¬ 
cimientos de Geometria y de Astronomia ya que se ha comprobado que, ade- 
mas de la precision con que estan determinadas sus dimensiones, la Gran 
Piramide de Egipto esta perfectamente orientada. 

La matematica egipcia la conocemos principalmente a traves de los papiros. 
Entre los problemas geometricos que aparecen resueltos en el los se encuentran 
los siguientes: 

1 - Area del in Angulo isosceles, 

2 - Area del 1 rapedo isosceles, 

3 • Area del circuit). 

Ademas, en los papiros hay un estudio sobre los cuadrados que hace 
pensar que los egipcios conotian algunos casos particulars de la propiedad 
del triangulo rectangulo* que mas tarde inmortalizo a Pitagoras. 














BREVE RESENA HISTORIGA 


3 


GRECIA. La Geometria de los egipcios era era men tement e empirics, 
ja que no se basaba en un sistema logico deducido a partir de axiomas y 
postulados. 

Los griegos, grandes pensadores. no se contentaron con saber reglas y 
resolver “problemas particulares 1 ’; no se sintieron satisfechos hasta obtener ex- 
plicaciones racionales de las cuestiones en general y, especialmente, de las 
geometricas. 

En Grecia comienza la Geometria como ciencia deductive. Aunquc es 
probable quo algunos matematicos griegos como Tales, Herodoto, Pitagoras, 
etc., fueran a Egipto a iniciarse en los conocimientos geometricos ya existentes 
en dicho pais, su gran merito esta en que es a ellos a quienes se debe la 
transformation de la Geometria en ciencia deductiva. 

• A: ■■■'■ de Mileto, Siglo VII A. C. Representa los comienzos de la 
Geometria como ciencia rational. File uno de los “siete sabios” y fun da dor de 
la escuela jonica a la que pertenecieron Anaximandro, Anaxagoras, etc, 

Eji su edad madura. se dedico al estudio de la Filosofia y de las Ciencia s, 
eSpetiabnente la Geometria, 

Sus estudios lo condujeron a resolver ciertas cuestiones como la deter¬ 
mination de distances inaccesibles; la igualdad de los angulos de la base en 
e] triangulo isosceles; el valor del angulo inscrito y la demostracion de los 
conocidos teoremas que llevan su nombre, relativos a la proporcionalidad de 
segmentos determ inados en dos rectas cortadas por un sistema de paralelas. 

: ■ Dr . Siglo VI A. C. Se dice que fue discipulo 

de Tales, pero apartandose de la escuela jonica, fundo en Croton a, Italia, 
la escuela pitagorica. 

Hemos dicho que los egipcios conocieron la propiedad del triangu¬ 
lo rectangulo cuyos lados miden 3, 4 y 5 unidades, en los que se 
verifies la relation ’y 2 = 3 s + 4 s , pero el descubrimicnto de la relation 
^ para cuolquier triangulo rectangulo y su demostracion se deben 
indiscutiblemente a Pitagoras. 

Se atrihuye tambien a la escuela pitagorica la demostracion de la pro¬ 
piedad de la suma de los angulos internes de un triangulo v la construccion 
geometrica del poligono estrellado de cinco lados. 

; r 1 ' i ides. Siglo IV A. C. Escribio una de las obras mas famosas 
de todos los tiempos; los “Elementos”, que consta de 13 capitulos llamados 
“libros”. De esta obra se ban hecho tantas ediciones, que solo la aventaja 
la Riblia. 





* GEOMETRIA PLANA V DEL ESPACIG 

Euclides construye la Geometria partiendo da defimciones, postulados y 
axiomas coil los cuales demuestra teoremas que,, a su vez, le sir veil para de- 
mostrar otros teoremas. 

El edificio geometrico comtruido jx>r Euclides ha sobrevivido hasta 
el prescnte. 

• Relation de igualdad de triangulos. Teoremas sobre paralelas. 
Suma de los angulos de un poligono. Igualdad de las areas de triangulos o 
paralelogramos de igual base y altura. Tecrema de Pitagoras. 

Conjunto de relaciones de igualdad enlre areas de rectangulos 
que conduced a la resolution geometrica de la ecuacion de segundo grado, 

hibro ’ll, Circunferencia, angulo inscrito. 

. Construction de poligonos regulares inscritos o circunsgritos 
a irna circunferencia. 

Teorema general de la medida de magnitudes bajo forma 
geometrica. hasta los mimeros irracionales. 

. Proporciones. Triangulos semejantes. 

Aritmetica: proporciones, maximo cornun di¬ 
visor y numeros primos. 

Nimieros inconmensurables bajo forma geometrica a partir 
de los radicales cuadraticos. 

Geometria del espacio y, en particular, relacidn entre 
volumenes de prismas y piramides; cilindro y cono; proporcionalidad del vo- 
lumen de una esfera al cubo del diametro. 

. Construccion de los cinco poliedros regulares. 

. Siglo IV A. C. En la primera mitad de este siglo, se inicio 
en Atcnas un movimiento cientifico a traves de la Academia de Platon. Para 
el, la matematica no tiene finalidad practica sino simplemente se cultiva con 
el uniro fin de conocer. Por esta razon, se opuso a las aplicaciones de la 
Geometria. Dividid la Geometria en elemental y superior. La Geometria ele¬ 
mental comprendia todos los problemas que se podian resolver con regia y 
compas. La Geometria superior estudiaba los tres problemas mas famosos de 
la Geometria antigua no resolubles con la regia y el compas: 

1- 'u.'vJraiur-j r h?l circuit*. Se trafa, como indica su uombre, de cons- 

truir utilizando sol amen te la regia y el compas el lado de urr cuadrado que 
tcnga la misma area que un circulo dado. 
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2- La triseccian del angulo- El problems de dividir un angulo en tres 
partes iguales utilizando solamente la regia y el eompas no es, mas que en 
casos particulars, resoluble. 

?■ La duplication del cubo . Este problema consiste en hallar, mediante 
ima construe cion geometrica, en la que se utilice solamente la regia y el 
eompas, un cubo que tenga un volumen doble del de un cubo dado. 

Estos tres problemas se pueden resolver, con la regia y el eompas, con 
toda la aproximacion que se desee. Y se resuelven exactamente utilizando 
curvas especiales. No se trata par consiguiente de problemas que no se hayan 
resuelto en la practica, sino de problemas de importancia puramente teorica. 

An q i; j m edp'.r o e Si ractj sa . 287-212 A. C. Estudio en Alexandria, Se 

encuentra en el ima mentalidad practica, un genio tecnico, que lo llevo 
a mvestigar problemas de orden fisico y resolverlos por metodos nuevos, Por 
esto, despues de grandes disputas con los euclidianos, se retiro a Siracusa 
donde puso sus descubrimientos al servicio de la tecnica. 

Calculo un valor mas aproximado de el area de la elipse, el volumen 
del cono, de la esfera, etc. Estudio la llamada espiral de Arquimedes que 
sirve para la triseccion del angulo. 

A polo mo nr: Fin 260-200 A. C. Estudio ampliamente las sec- 
ciones conicas que, dieciocho siglos despues, sirvieron a Kepler en sus tra- 
bajos de Astronomia, determinando casi todas sus propiedades. En su obra 
se encuentran ya, las ideas que condujeron a Descartes a inventar la Geo- 
metria Analitica, 20 siglos despues. 

f N mi; i Siglo II D. C. Demostro la conocida formu¬ 

la que lleva su nombre, para hallar el area de un triangulo en funcion de 
sus lados. 

Geometrias no euclidiana- Los ( * ? ^ !■ > ” de Eudides fueron consi- 

derados como una obra en la que sigue el metodo axiomatico, ya que partiendo 
de proposiciones previamente establecidas: definiciones, axiomas y postulados, 
se deduce toda la Geometria en una forma logica. 

Posteriormente se ha visto que tiene varias fallas logicas, es decir, no 
se cumplen en el texto todas las exigencias que impone la 16gica, Sin embargo, 
todos los defectos que pueden senalarse resultan insignificantes comparados 
con el merito extraordinario de haber construido una ciencia deductiva a partir 
de conocimientos empiricos. 

De los cincq postulados de Euclides, el V es el que, desde un principio, 

llamo mas la atencion: \m panto exteriot a una recta gam una y sola - 

a rente una parnleia. Durante veinte siglos se trato de “demostrai ", es 
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decir convertirlo en teorema Kinalmente, se pens que si de verdad era un 

postulado, el hecho d e negarlo, aceptando los demas, no debia conducir a 
contradiction alguna. 

(I826d866> a manera •’ rocedieron Lobalchevsky (1793-1856) y Riemann 


La Geometria de Riemann sustituye el postulado V por el siguiente: 

Par un pun to exterior a una recta no pasa nlngurm parnlela 

Y ] a Geometria de Lobatchevsky ]o sustituye por el que dice: 

Por un punto exterior a una recta msmi do$ para} el as que separtin las 
infinitas reclas no see-antes de lets infi nit as secatites 


Con estos nuevos postulados construyeron nuevas geometrias que 

Uaman geomefriay no euclidianas 










’APIRO DE RHINE). Centuria (1846 a. d C.) El do- 
:i#mento egipeio mas importante que se conoce e* 
Paptro de Rhind, atribuido a Ahmet, quien dejjo 
.tntado que el area del circulo (B) era casi 3 1/7 
• ?ces el area del cuadrado (A) que se trazara con 


su radio. Al llevor a la realidad las magistrates 
obras de las piramides, es evidente que conocian 
lot egtpcios coma trazar una perpendicular a 
una tinea. Asimismo sabion bailor el area del 
cuadrado y el tricingulo y el uso de la plomada. 
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Generalid 


fjt 


es 


t . EL METODO DEDl CT1VO. Es el usado en la ciencia y, principal- 
mente, en la Geometria. Este metodo consiste en encadenar conocimientos que 
se suponen verdaderos de manera tal, que se obtienen nuevos conocimientos. Es 
decir, obtener nuevas proposiciones como consecuencia logics de otras 
anteriores. 

No todas las propiedades son consecuencia de otras. Hay algunas que 
se aceptan como ciertas por si mismas: son los ■■numr* /xjSluhdt . 

Hay ademas las definieiones que .son proposiciones que exponen con cla- 
ridad y precision los caracteres de una cosa. Una caracteristica de la Geometria 
modern a consiste en evitar la definition de conceptos primaries que tenian 
poco o nmgun sentido. Asi, por ejemplo, las definieiones tan conocidas de 
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Euctides: ‘T'nnto e> lo q it-. i irm- partt ” “i ,hic,s «• him longituci mi. tm — 

”, etc., se basan en conceptos (partes, anchura) cuya definition es mas 
compleja que lo que se trata de definir. 

2. AXIOM A. Es una proposition tan sencilla y evidente que se admite 
sin demostracion. 

. El todo es mayor que cualquiera de sus partes. 

>. I'OSTUI .ADO. Es una proposicion no tan evidente como un axioma 
pero que lambien se admite sin demostracion. 

Kjempto. Hay infinitos puntos. 

TEOREMA. Es una proposicion que puede ser demostrada. La de¬ 
mostracion consta de un conjunto de razonamientos que conducen a la evidencia 
de la verdad de la pro[X>sici6n. 

En el enunciado de todo teorema se distinguen dos partes: la hipotesis. 
que es lo que se supone. y la tesis que es Jo que se quiere demostrar. 

jemplo. La suma de los angulos interiores de un triangulo vale 
dos rectos. 

A, B y C son los angulos interiores de un triangulo. 

ti r-,. La suma de los angulos A, B y C vale dos rectos. 

En la demostracion se utilizan los conocimientos adquiridos hasta a quel 
momento, enlazados de una manera logics. 

r j. COROLARIO- Es una proposicion que se deduce de un teorema como 
consecuencia del mismo. 

J-jen plo. Del teorema: La suma de los angulos interiores de un triangulo 
es igual a dos rectos, se deduce el siguiente corolario: La suma de los angulos 
agudos de un triangulo rectangulo vale un recto. 

6. i’EOREM A RECIPROCO. Todo teorema tiene su reciproco. La hipotr- 
sis y la tesis del reciproco son, respectivamente, la tesis y la hipotesis del otro 
teorema que, en este caso, se llama teorema directo. 

'Jemplo, El reciproco del teorema: La suma de los angulos interiores dc 
un triangulo vale dos rectos dice: Si la suma de los ingulos interiores dc un poll- 
gono vale dos rectos el poligono es un triangulo- 

La hipotesis y la tesis del reciproco son: 

hipotesis. Tenemos un poligono cuyos angulos interiores suman dos 
rectos. 

n ms. El poligono es un triangulo. 
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No siempre los teoremas reciprocos son verdaderos. Asi, por ejemplo, hay 
un teorema que dice: *'l mag* m * a mi uadin«to - on it h y su 

reciproco dice: “S ; nales do un \><u di-lo<>r.oth> -on igo-des la \iuvra *- 

; ; > itadi'Misu”. Este reciproco es falso porque la figura puede ser un rectangulo 
que tambien tiene sus diagonales iguales. 

7. LF.MA. Es una proposicion que sirve de base a la demostracion de 
un teorema. Es como un “ton^ma prelimin; ” a otro que se considera mas 
importante. 

Para demostrar el volumen de una piramide se tiene que 
demostrar antes el lama que dice: Tii S' ,-mn triangular 0 ,„«edr «Worn, k. nor 
en tres tetraedros equivalentes”. 

Actualmente se ba prescmdido bastante del uso de la palabra lema > 
se le suele llamar teorema o bien teorema preliminar. 

8. ESCOUO. Es una observacion que se hace sobre un teorema previa* 
mente demostrado, 

Despues de demostrar el teorema que dice: En una misnia cir- 
cunferencia o en circunfercnrias iguales a mayor arco corresponds mavor cuerda 
fconsiderando arcos me no res que una semicircunferencia), se podria a nadir, 
como escolio: “Si no se consideran arcos raenores que una semicircunferencia, 

a mayor arco corrcspotide menor cuerda . 

Actualmente apenas se usa la palabra escolio para sustituto de observacion. 

q PROBLF.MA. Es una proposition en la que se pide construir una Fi- 
gura que reuna ciertas condiciones (los problem as graficos) o bien cakular el 
valor de alguna magnitud geometrica (los problemas numericos). 

Ejt'nif/h de prohfeina gnijieo. Construir la eircunferencia que pasa por 
tres puntos dados. 

Ejcnipin tic fin:!.■{,-/tv: ',// ' ■ . Cakular la altura de un triangulo equi- 

latero cuyo lado mide 6 cm, 

10, EL PUNTO. Ya hemos dicho que el punto no se define. La idea de 
punto esta sugerida por la huella que deja en el pa pel un lapiz bien afilado. 

Un punto geo met r tco es imoginado tan nequena que carece de dimension 

Admitimos el siguiente postulador 

Hay infinites puntos 

N opinion: Los puntos se suelen designar por letras mayusculas y re- 
presentar per un trazo, un circulito o una cruz. Asi decimos el punto A; 

el punto B\ etc. >’ * . 
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X 

A B 

Fig. i 

11 , LA LIN EA . Son tipos especiales de con juntos de puntos. Entre Ios 
mas notables estan: 

Una imagen de este conjunto de puntos es un rayo lumi- 
noso, el borde de una regia, etc. 

- X - X - 

A B 

Fig. 2 

Una recta geometrica se extiende sin limite en dos sentidos. No comienza 
ni temima. Admitimos los siguientes postulados: 

Por dos puntos pdSa una recta y solarnentc una. 

Dos rectus no piwden tuner mn qua un solo pun to comun. 

La recta se suele designar por dos de sus puntos con el simbolo <-> en- 

<-> 

cima. Asi, la recta AB . ..! se represent a AB. 

. Una imagen de linea curva es la circunferencia. Actual- 
mente se considera que las lmeas curvas pueden tener trazos rectos o no 
tenerlos (Pic; 



Fig. 3 

Un tipo especial de curva es la linea quebrada, formada por trazos rectos. 
A1 principio extrana llamar curva a una linea formada por trazos rectos, 
pero conviene acostumbrarse a esta nueva nomenclatura por la utilidad que 
tiene en estudios mas avanzados. 
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Otro tipo especial de curva es la curva simple cerrada. Es la que se 
puede trazar de tal manera que empieza y termina en el mismo punto y 
este es el unico que se toca dos veces. Este tipo de curva tiene un interior y un 
exterior y admitimos el siguiente postulado: 

Al unir un punto interior A (*>n tmo < \rtrriot (Fig. 4) de tain t urru 
simple cerrada sc corta die-ha curra. 



Una linea tiene una sola dimension: Ion git ml. 

12. CUERPOS FIS1COS Y CUERPOS GEOMETRICOS. Son cuerpos 
fisicos todas las cosas que nos rodean: libros, lapices, mesas, etc. Tienen 
forma, color, estan hechos de una sustancia determinada y ocupan un 
lugar en el espacio. 

Hay esquemas ideales de 
ciertos cuerpos fisicos de los 
cuales la Geometria considera 


solamente su forma y su tama- 
no. Son los cuerpos geometricos 
o solidos . . Son los pris¬ 

mas, conos, esferas, etc. 

Los solidos tienen trcs di¬ 
mensioned; largo* fa who \ alto. 

13. SUPERFICIES. Son 
los iimites que separan a los 
cuerpos del espacio que los 
rodea. 





Las superficies tienen dos dimem fanes': largo y etficho. 


S-V ini . ABCD es una parte, llamada cara, de la superficie de la 
figura 5. 


14. SEMIRRECTA. Si sobre una recta senalamos un punto A, se llama 
semirrecta al con junto de puntos formado ]»or el A y todos los que le siguen 
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o todos los que le preceden. El punto A es el origen de la semirrecta. 

Una semirrecta se suele re pres e mar por el origen y otro punto de ella, 
con el simbolo encima. 

Asi, la semirrecta de origen C y otro punto D Fig, 6 se representa 
por CD, 


Up, 7 


n«. g 

r ). Si sobre una recta senalamos dos puntos A y J3 t se llama 
segmento al conjunto de puntos comprendidos entre A y B mas estos dos pun- 
tos que se llaman extremes del segmento. Generalmente al que se nombre 
en primer lugar se le llama origen y al otro, extremo. 

Se admite el siguiente postulado: 

La dhtmwm mm carta entre dos puntos es e! segmento que les urn?. 

Un segmento se designa 
v w P° r tas letras de sus extremes y 

con un trazo encima. 

I jcniph. El segmento EF 
' se representa asi: EF. 

. ., lb ', P ^ AN0 ' Ul “ su P erf,cle como una par^, el piso, etc., nos sugiere 

a 1 ea de lo que en Geometria se llama piano. Son conjuntos parciales de 
infinites puntos. 

Un piano, en matematicas, se imagine de extension ilimitada. Se suele 
representar por un paralelogra- 
mo como el A BCD Fig 8) y se 
nombra por tres de sus puntos 
no alineados o por una letra 
■griega. Asi el piano de la Fig. 8 
se nombra: piano ABC o bien 
piano a. 

Dos propiedades caracteri^ 
ticas de los pianos son las da das 
por los siguientes postulados: 
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Por tres puntos no al'tneados pctsa un piano y solamente uno. 

Si una recta tiene dos puntos comunes con un piano, toda la recta estd 
contenida en el piano. 



17, SEMIPLAN O. Toda recta MN Kig. de un piano lo divide en 
dos regiones llamada semiplanos. Cada punto del piano pertenece a uno de 
los semiplanos, excepto los puntos de la recta que pertenecen a los dos, 

Se admite el siguiente postulado de la separation del piano; 

Dos puntos de un mismo 
semi piano determinan un seg¬ 
ment® que no corta a la recta 
que da origen a hs dos semi¬ 
planos; y dos puntos de distin¬ 
to semi piano determinan un 
segment® cue corta a la recta. 

18. INTERSECCION DE 
PLANGS. Se admite el si¬ 
guiente postulado: 

Si dos pianos tienen un 
punto conn'm tieqen una recta 
comun. 

En este caso se dice que los 
dos pianos se cortan y a la rec¬ 
ta comun se le llama recta de intersection. En la . la recta RS es la 
interseccidn de los dos pianos ABC y NMP. 


19. POLIGONALES CONGA VAS Y CONVEX AS. A las lineas que- 
bradas se les llama tambien y, en este caso, los segmentos que las 

forma n reciben el nombre de y a los puntos comunes de los la dos se 

les llama drttce , 


Una poligonal es convexa . si al prolongar en los dos sentidos 

uno cualquiera de sus lados,toda la poligonal queda en un mismo semipiano. 

Se llama poligonal concava . si al prolongar en los dos sentidos 

alguno de sus lados, parte de la poligonal queda en un semipiano y parte 
en el otro. 

MED I DA DE SECjMENTOS. Medir un segmento es compararlo 
con otro elegido como unidad. Para este fin se usan las unidades de longitud 
del sistema metrico decimal, del sistema ingles o de cualquier otro sistema. 
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Figure 10-A y 10-B 

Los instrumentos usados son las reglas graduadas, cintas, etc. 

Ast, para medir el segmento AB . se hace coincidir una division 

cualquiera (generalmente el ce- 


A ^ m B 

TTfrTT^pjpjVfTT- 

4 5 6 7 8 9 10 1112 


Fig. II 

En este caso tenemos: 


ro) de la regia con mio de los 
extremes del segmento y se ob¬ 
serve la division que esta mas 
en coincidencia con el otro ex¬ 
tremo, La diferencia entre am 
bas lecturas da el valor de la 
longitud del segmento. 


Extremo B 10 5 cm 
Extremo A = 5 0 ” 


Longitud AB == 5 5 cm 

Tambien se puede usar el siguiente metodo: con un compas que tiene 
ambas puntas metalicas, se toma la longitud del segmento (M:. '•*■■■ y 

se lleva esta abertura sobre la regia - . 




Fig. 12-A 


—i—i—r~ 

4 5 6 7 8 9 

Fi . 12-B 
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21. ERROR. Las medidas, en la practica, son generalmente aproximadas. 
A la diferencia entre la verdadera longitud del segmento y el valor obtenido 
se le llama error de medida. El error puede ser ]>or exceso, cuando se toma 
un valor mayor que el verdadero, o por defecto, cuando se toma un valor 
menor que el verdadero. El error es debido a las imperfecciones de nuestros 
sentidos, o de los instrumentos que empleamos, o a otras causas. 

22. OPERACIONES CON SEGMENTOS. Se puede proceder grafica- 
mente asi: 

a) Sum a de segmentos. Para surnar, por ejemplo, los segmentos 
AB, C/5. EF, procederemos asi: 


A* - lL 

i~-ID 

t- 1-1 



C 

- 4 * 

B 


0 

-+ 

t 


+ 




Fig. 13 

<-> 

Sobre una recta indefinida MN . y a partir de un punto cual- 
quiera P, se llevan los segmentos que se van a sumar, en un sentido deter- 
minado, uno a continuation de otro, haciehdo que el extremo de cada sumando 
coincida con el origen del siguiente. El segmento At\ que tiene jwr origen 
el origen del primero y por extremo el extremo del ultimo, representa la suma. 

AB f CD + W - AF. 

b ) Sustraccion de segmen¬ 
tos. Para la diferencia de los 
segmentos AB — CD se prece¬ 
de asi: 

Sobre el segmento minuen- 
do AB r iL . se lleva el seg¬ 
mento sustraendo CD , de ma- 
nera tal que coincidan A y C 

Fig, 14 

El segmento resultante, DB. representa la diferencia. Es decir: 



AB — CD - DB . 






















16 


GEGMETRIA PLANA Y DEL ESPACIO 


Multiplication de un segmento por un numero real, El producto 
del segmento AB por un numero natural, 4 por ejemplo, se obtiene Uevando 

C-J 

sobre una recta cualquiera MN . y a partir de un punto cualquiera 

de ella 7 P 1 el segmento AB , tan las veces como indica el numero, 4 en este 
caso, por el cual se va a multiplicar. Asi: 

PR = 4 AB. 


AH 


6 


r 

A 


M- 


B 


4 VECES 
>. 


B 


e 


N 
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d) Division dr un segmento en un numero de paries (guides. Sea el seg¬ 
mento AB que se quiere dividir en 8 partes iguales. 





A part it 4e uno de los extremos del segmento AB h.> >), se traza una 

semirrecta At\ con cualquier 
inclination. Sobre AC y a par- 
tir de A, se lleva un segmento 
de cualquier longitud b , tantas 
veces (8 en nuestro caso) ccmo 
indica el divisor. El extremo del 
ultimo segmento b y se une con 
B y se traza paralelas al seg¬ 
mento BS por los puntos 1, 2, 

3, etc. Tendremos: 


AB 

x . - Fijj 16 

Mas adelante veremos la razon de esta construction. 


Of^emurion. Las operaciones .anteriores se pueden efectuar midiendo los 
segmentos y operando con las medidas obtenidas. 

23. IGUALDAD Y DESIGUALDAD DE SEGMENTOS. Si ai super- 
poner dos segmentos AB y CD i 7 \ se puede hacer coincidir los dos ex- 
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tremos del primer segmento con los dos extremos del segundo, dichos seg- 
mentos son iguales (—), 

Cuando no se cumple la condition anterior, se dice que son desiguales. 

Do dos segmentos desiguales, lino de ellos es mayor que {>) 
o menor que (<} el otro. As! AB > EF y EF < AB \ pjg. [j i. 


AH 


Cl- 


i- 


-I 0 




-*F 


h- 


-f 


A8* CO 


t 


AB> EF 
EF c~AB 


■I 


Fig* 17 


24 GEOMETRIA La Geometria elemental es la rama de las mate* 
ma ticas que estudia las propiedades intrinsecas de las figuras, es decir, las 
que no se alteran con el movimiento de las mismas. 

Cuando estudia figuras contenidas en un piano, (o sea de dos dimensiones) 
se llama “ Si estudia cuerpos geometricos (de tres dimen * 

siones) se llama "'Gcomefritr del espacid*- 

Hay otras Geometrias 
que constituyen especiali- 
dades dentro del campo 
de la Matematica: Geo¬ 
metria analitica, Geome¬ 
tria descriptiva, Geometria 
proyectiva, etc. 

25l TEOREM A 1. 

“ En dos poligonales con* 
vexa% de extremos comti* 
nes, la envolvente es mayor 

que la cnvuduf’. Fig. is 



Hrporrsts: A BCD, poligonal envolvente ( Fig* 18 ) • 

AFED, poligonal envuelta. 

A y D extremos comunes. 


tesis: 


AB d-BC + CD > AW + FE -f ED 
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Construction auxUiar. Prolonguemos AF hasta cortar a BC en G y a 
FE hasta cortar a CD en H. 

drmOsti'^cion: 

En ABGF: 

XB + BO > AF + FG (l) 

En FGCHEi pKluIado do ! me nor distancia 

FG -f GC -f- CH > FE + EH (2) ” ' nm-tios puntos. 

_ En EHD : _ 

EH + HD > ED (3) 


Sum an do ordenadamente (1), (2) y (3), tenemos: 

AB+W + FG + 'Oe + CH + W HD >AF + FG + FE + EH + ED (4) 

Pero: 

BC* + GC — BC (5) Siiijia do -omnentos 

CH+HD = CD (6) 

Sustituyendo (3) y (6), en (4), tenemos: 

~AB +W +~CD-E~FG + EH > AF A FG -4- FE-\-EH + ED {?). 
Simplificando: AB + BC -f CD > AF 4“ FE -)- ED. 

como se queria demostrar. 


EJERCIGIOS 

(1) Senator cual es el axioma 

a) En todo triangulo rectangulo, el cuadrado de la hipotenusa es 
igual a la suma de los cuadrados de los catetos. 

b) La suma de las partes es igual al todo. 

c) En todo triangulo isosceles, los angulos en la base son iguales. 

R: (b). 

(2) Senator cudl es el postulado: 

a) El todo es mayor que cualquiera de las partes, 

b) Todo punto en la bisectriz de un angulo, equidista de los lados 
del angulo. 

c) Hay infinites puntos. 


A.* (c)* 
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( 3 ) Senator cudl es el ieorema: 

a) Las diagonales de un reetaugulo se cortan en su punto medio. 
b i Dos cantidades iguales a una tercera, son iguales entre si. 
c) La parte es menor que el todo. 

/?-• (a)* 

(4) Dibujar los segmentos: 

a) AB = 1.5 cm 

b) CD — 2 cm 

c) tit' — 3 cm y sumarlos graficamente. 
{3} Dibujar los segmentos: 

MN — 8 cm 

PQ — 3 cm y restarlos graficamente. 
((>) Multiplicar el segmento AB — 2 cm, por 3, graficamente. 

(7) Dividir el segmento AB — 9 cm en 3 partes iguales, graficamente. 

(8) Si B es el pun- 
to inedio de AD, C es el 
punto medio de BD y 
AD — 20 cm; hallar: 


AB , BC y CD. 

B- j4fl = t0cm; 

DC ~ BC — 5 cm- 

(()) Demostrar que: 


t--1-i-1 

A BCD 

Ejer. 8 

AB -j- BC 4- CD -f- DE > AG -f- GF + FE 



Rjcr 9 
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(10) Sir MN = QR = 2PQ, NP — MN + 1 y MR = 50 cm; 

Ha liar: MN, NP,PQyW- 



R.: MN — 14 cm 
NP- 15 cm 


PQ — 7cm 

Ejcr. 10 QR — 14 cm 

(11) Demostrar: AB + ~BC -j- CD 4 * DA > -(- FG + Gff + 



Ejcx. 11 Ejer* 12 

(12) Si AD — DC y AB — BC , demostrar que AB > AD. 

(13) Demostrar que la suma de dos segmentos que se cortan es mayor 
que la suma de los segmentos que linen sus extremes. 

(14) Demostrar que si desde un 
punto interior de un triangulo, se tra~ 
zan segmentos a los vertices, la suma de 
dichos segmentos es mayor quo la semi* 
suma de los lados. 

(15) Si E es la interseccidn de 
CD con AB y CG — GD, 

CF — FD, 

CE — ED\ 

demostrar que: 

CG>CF>~CE. 



B 



























LOS CALDEOS hocio el III milenio o. d. C. Dieron 
una gran importancia al cuadrado y a I circulo. La 
division del circulo en 360 partes es patrimonio su- 
yo. Tomaron par base la division del ana en 360 
dias- Asi les era fdcil dividir el circulo y Ea circuit- 


ferencia en 6 partes iguales. Probablemente este 
fue el fundamento del compute sexagesimal que 
usaron. Sirvio para la construccion de las ruedas 
para las carrozas. La rueda, aplicacion del circulo, 
es una creation suya y data ya de casi 6.000 afios. 
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Angulos 


26, ANGULO. Angulo es la abertura formada por dos semirrectas 
con un mismo origen llamado 4 Vertice”, Las semirrectas se Hainan *1ados", 
El angulo se designs por una letra raayuscula situada en el vertice. A veces 
se usa una letra gnega dentro del angulo. Tambien podemos usar tres letras 

mayusculas de manera que quede en el medio la letra que esta situada en el 
vertice del angulo, 

E" la se representan los angulos A, a y M/VP, o PNM. 

Bisectfiz de un angulo es la semirrecta que tiene como origen el vertice 
y divide al angulo en dos angulos iguales. 

22 
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—> 

En la , la semirrecta NQ es la bisectriz del Z N si Z MNQ — L QNP . 
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27. MED IDA DE ANGULOS, Medir un angulo es compararlo con otro 
que se toma por unidad. Desde muy antiguo se ha tornado como unidad el 
grado que se obtiene a si: 

Se considers a la circunferencia dividida en 360 partes iguales y un angu¬ 
lo de un grado es el que tiene el vertiee en el centro y sus lados pasan por 
dos divisiones consecutivas. Cada division de la circunferencia se llama 
tambien grado, 

Cada grado se considers dividido en 60 partes iguales llamadas minutos 
y cada minuto en 60 partes iguales llamadas segundos, 

Los simbolos para estas unidades son: 

grado ° 
minuto ' 
segundo 

iqroipl' : Si un angulo ABC mide 38 grados 15 minutos 12 segundos 
se escribe: 38°15'12". 





Fig. 20 


, Modemamen- 
te se considera tambien a veces a la 
circunferencia dividida en 400 partes 
iguales, llamadas “grados centesimales”. 
Cada grado tiene 100 “minutos centesi¬ 
males” y cada minuto tiene 100 “se¬ 
gundos centesimales”, 

: Si un angulo ABC mide 
72 grados 50 minutos 18 segundos 
tesimales se escribe: 

72" 50’" 18*. 

En este sistema 
se usa como unidad el angulo llamado 
“ -ii;b ”, 
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Un radian es el angulo cuyos lados comprenden un arco cuya 
es igual al radio de la circunferencia. 

A®'* s* la longitud del arco AB Fig, es a r 

/ AOB ~ i radian. 


longitud 

entonces 


Como la longitud de una circunferencia es 2 jt radios, resulta que un 

angulo de 360° equivale a 2n radianes, es dedr: 6.28 radianes, dandoie a ji 
el valor de 3.14. 


Un radian equivale a 57^ 18' (se obtiene dividiendo 360° entre 2n). 

En este libro, si no se advierte lo contrario, usaremos el sislema 
sexagesimal. 


28. RELACION ENTRE GRADQ SEXAGESIMAL Y EL RADIAN _ 

Si represen tamos por 5 la medida de un angulo en grades sexagesimales y por 

H la medida del mismo angulo en radianes, podemas establecer la siguiente 
proporcion; 

S R 

360° ^ 2ji ’ jt = 3.14 

Simplif icando: . — A 

180° _ n * 

* Expresar en radianes un angulo de 90°: 

S 

180 “ n 7 


y como 7i 


3.14, tambien 


90 _ R 

180 ~ 7i ; 

. £> __ 9Qjt _ si 


podemos escribir- 



1.57. 


'■ Expresar en grados sexagesimales un angulo de 6.28 radianes- 
S _ S 6.28 

180 m 7 180 ~ 3.14 ’ w = 3.14; 

c 180 X 6.28 
”* 3.14 ’ 

S = 360°. c 


29. ANGULOS AD 
YACENT1 S, Son los que 
estan formados de manera 
que un lado es comun y 
los otros dos lados perte- 
necen a la misma recta. 
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—> —> 

Ejej : OA y OB, estan sobre 

—> —-> 

la misma recta AB . 21); OC 

es comun. 

,', Z ZlQC y Z /?OC son angulos 
adyacentes, 

Li. aNGI'I ■ REC1 : . Es el que 

nude 90° (1%. 22). 

LAOS — 1 Z recto — 90°. 

31. iNGULO U A! . Es aquel 
. 3 en el cual un lado es la pro¬ 

longation del otro. Mide 180°. 

Z MON =1 Z llano - 180°. 


B 



0 

Fi K . n 



N 


Fig. 23 

32. LNt lljLOS (’OMrLEMF'’T T 'AH)0:>. Son dos angulos que sumados 

valen un angulo recto, es decir, 90°, 

Ejemplo. Si Fi . 24): 

c / AOB — 60° 

Z BOC — 30° 

Sumando: 

/AOB + l BOC = 90° 
y las angulos AOB y BOC son com- 
plementarios. 

33. COMPLEMENT*) DE UN 

AN( it!I Se llama complemento de 

un angulo a lo que le falta a este para 
valer un angulo recto. 

El complemento del /.AOB 

es 30° y el complemento del 
Fi* 24 z BOC es 60°. 
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34- ANGULOS SUPLEMKNTARIOS- Son los angulos que sumados 


vaien dos angulos rectos, o sea, 180°. 

- Si . : 

Z MON = 120°; Z A OP = 60°. 

Sumando: 

l MON + Z NOP — 180° 
y los angulos MON y NOP son su- 
plementarios. 

35. SUPLEMENTO DE UN AN¬ 
GULO- Es lo que le falta al angulo 
para valer dos angulos rectos. 

El suplemento del l MON 

es 60° y el suplemento del 
l NOP es 120°. 

36* IEOREMA 2. M Dos angulos 


C 



Fig. 26 

que los lados de uno de 
ellos, son las prolongaclo¬ 
nes de los lados del otro. 

En la son 

opuestos por el vertice: 

LAOC y l BOD; 

Z AOD y IBOC . 

38- TEOREMA 3- 
Los angulos opuestos por 
ej vertice son iguales”. 


N 



Fig. 2:, 

adyacetites son supleinentarios”. 

j’j. : LAOC y ■ l BOC son 
angulos adyaeentes 26). 

: LAOC IBOC — 180°. 

D K MOSTHA CIO N • 

LAOC + LBOC - LBOA (l) 

( stmm fif i'mguii;' ) 

LBOA — 180° (2) 

( r | ). 

Luego: LAOC + Z BOC = 180°, 

por e.l axioma que dice: Dos cosas igua- 
les a una tercera son iguales entre si 
{ caract&r transit ivo de la igitaldad ) . 

37. ANGULOS OPUESTOS POR 
EL VERTICE. Son dos angulos tales 



Fig 27 
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hipotesis: 

Z AOD y i BOC son 
opuestos por el vertice 

gura 28). 


tesis: 

l AOD~ l BOC. 

DF.MOSTRAC10N: 

l AOD + lAOC — 2 R 

(por ser adyacentes); 



c 


B 


trasponiendo Z AOC ‘ 

lAOD = 2R— lAOC (1) 

Z BOC + Z AOC = 2 R Adyacente ; 

trasponiendo Z AOC ; 


Z BOC - 2R — Z 40C (2) 

Comparando las igualdades (1) y (2): 

Z /tOD = l BOC. Oa meter trandtivo hi igualdad 

Analogamente se demuestra que Z AOC = Z BOD. 

39. ANGULOS CONSECUTIVOS. 

Dos angulos se Ilaman consecutivos si 
tienen un iado comun que separe a los 
otros dos. 

Varios angulos son consecutivos si 
el primero es consecutive del segundo, 
este del tercero y a si sucesivamente. 

; Los angulos COD y 
DOE son consecutivos. 

Los angulos AOB , BOC, COD , 

DOE , EOF y FOA son 

consecutivos. 


E 



Fig 29 
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C 



TESIi>: 

IAOD -f IDOC 

OEMOSTRACI ON: 

Z AOD + Z DOB = 180° (1) 

Pero: 

lDOB= IDOC+ ICOB (2) 
Sustituyendo (2) en ( ! tenemos: 


40. TEOREMA 4. 
"Los angulos conseeutivos 
fortnados a un I ado de una 
recta, suman 180° 

hipotksls: 

ZAOD, IDOC y Z COB 

son angulos consecutivos 
formados a un lado de la 

recta AB (Fig. ■ ; 0). 

I COB = 180°. 

Adya centos. 

Srnna de angulos. 


Z AOD + l DOC + LCOB = 180°. 

41. TEOREMA 5. “La sunia dc 
los angulos consecutivos alrededor de un 
[junto, vale cuatro angulos rectos”. 

hipotksis: 

IAOB ., IBOC , l COD, Z DOE y 
A E.OA Fig. son angulos consecuti- 
vos alrededor del punto O. 

TESis: 

Z AOB + z BOC 4- z COD + 

■f ZDO£+ lEOA - 4 R. 

Construction auxlliar: Prolongue- 

mos un lado cualquiera, por ejemplo 
BO, de manera que el l DOE quede dividido en l DOM y IMOE tales 
que l DOM + AMOR — l DOE. 

DEMOSTRACION: 

A BOC -(- A COD + A DOM = 2 R (!) Coiis.ecul.ivos ;.i un lado de 

una recta 


C 
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LAOB + lEOA + IMOE — 2R (2) ; mism;t razon anterior, 

Sumando miembro a miembro las igualdades y ! : 

LAOB 4* lBOC + ICOD + Z^OA + Z DOM 4 - LMOE — 4R 
Pero: 

/ DOM + IMOE = L DOE (4) Suma de angulos 

Sustituyendo (4) en (31; 

LAOB A- LBOC 4- LCOD 4 - Z£OA 4 - Z DOE = 4/? 
como se quad a demostrar. 


EJERCICIOS 


(1 ) Expresar los siguientes angulos en el sistema sexagesimal: 

a) 3.14 rad. R*: 180°; 

b) 9.42 rad. 540°. 

(2) Expresar los siguientes angulos en el sislema circular: 

a) 46° R-: 0.785 rad. 

b) 135° 2.35 rad. 

(3) LAOC y LCOB estan en la relaci6n 2:3. Hallarlos. 

7?.: Z AOC = 72°; z COB =108°. 

(4) Si: 

LAOD = 2x, 



B 


(5) Hallar los complementos de los siguientes angulos; 

a) 18 °. R.- 

b) 36°52'. 

c) 48°39'15". 41°20'45". 
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(6) HaLlar los suplementos de los siguientes angulos: 

a) 78°, ft: 102°. 

b) 92° 15'. 87°45'. 

c) 123°9'16". 56° 50'44". 



Ljer. 


(7) Si el lAOB es recto y £AOC y / BOC estan eu la rela- 
cion 4:5, ^cuanto vale cada angulo? 


R.. i AOC = 40°; Z BOC = 50°. 



Ejer. 7 


A 


(8) Si el LAOD es recto y 
ZAOB = 2z, 

Z BOC = 3 x, 

Z COD = 4 x, 
t cuanto vale cada angulo? 


D 



0 


Ejer* 3 


R.: Z AOB == 20° ; 
ZBOC — Mfi 
l COD - 40° - 
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(9) Si l BOC = 2L AOB, 

kalian 

/ AOB, l COD. L BOC, lAOD. 

R.: I AOB — L COD ~ 60°; 
l BOC = l AOD = 120°. 

{10} Si l MON y l NOP esta n 
la relation 4:5, ^cuanto mide ca- 
da uno? 

ft.: Z MON — Z POQ — 80°; 

Z NOP = Z MOQ = 100°. 



Ejt-r. 9 


(11) Hallar el angulo que es 

gua 1 a su complemento. R.: 45°. 

(12) Hallar el angulo que es el 
iobte de su complemento. R.: 60 0 

(13) Hallar el angulo que es 
isual a la mitad de su complemento. 

R.: 30° 

14) Un angulo y su complemen¬ 
to estan en relation 5:4. Hallar dicho 
ingulo y su complemento, /?.; 50° y 40°. 

(15) Hallar el angulo que es igual 
a su suplemento. R,: 90°. 



F.jtr. 10 


i 16) Hallar el angulo que es igual a la mitad de su suplemento. R.: 60°. 
' 1 7 ) Hallar el angulo que es igual al doble de su suplemento. R.: 120°. 

(18) Un angulo y su suplemento estan en relacion 5:1. Hallarlos. 

R.: 150° y 30° 

Dos angulos estan en relacion 3:4 y su suma vale 70°. Hallarlos. 

R.: 30° y 40° 

Dos angulos estan en relacion 4:9 y su suma vale 130°. Hallarlos. 

/?.; 40° y 90° 


(20) 
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Perpendicularidad y paralelismo 
Rectas cortadas por una secante 
Angulos que se forman 


42. DEFIMCIONES, Se dice que dos rectas son perpendiculares cuando 
al cortarse forman cuatro angulos iguales. Cada uno es un angulo recto. 

El simbolo de perpendicular es 

Si dos rectas se cortan y no son perpendiculares se dice que son oblicuas. 

<~> <-> 

. En la m a 2- CD ± AB. 

Zl = Z2= Z3= Z4 = 90°. 
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LOS HINDOES Y LA GEOMETRIA. El documento 
indto rods antique referente o la Geometrfa es el 
«Sulva-$utra» de Apastamba, anterior al s. VII a. 

^- r *sto. £1 nombre de este documento significa 
«reglas relatives a la ciencia» y en el se enunrian 


explicitamente algunas proposiciones, a las que se 
refiere la (lustration, Una de ellos no vuelve c 
aparecer hasta el Merton de Platan. En el s, V de 
nuestra era Ariabhata da a «pi» el valor de 3,1416 
que es hoy todavia aceptado en muchos caso 
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43. CARACTER RECIPROCO DE 
LA PERPENDICULARIDAD. “Si una 

recta es perpendla^tar a otra . esta es 
perpendicular a la primerer'. 

<-> <-> 

Es decir, si CD 1 AB 

<-> <-> 
entonces AB j_ CD. 

44- POSTULADO- "Par un pan¬ 
to luera de una recta , en un piano , 
pma una perpendicular a dicha recia 
r solo ana'. 



D 


B 


En la . , tenemos una rec- 

<- > 

ta AB y un punto P„ fuera de ell a, 

Entre todas las rectas que pasan 

por P y cortan a la recta AB , admiti- 

<—> 

mos que solamente una, CD, es perpen- 

<-> 

dicular a AB. 

<-> 

1 racemes tambien las rectas EF y 

<—> 

(tH de tal manera que intersecten a AB 
en M y N. 

El punto O de intersection se 11a- 
ma pie de la perpendicular. 

Los puntos M, N , etc. de intersec- 
cion de las oblicuas se llaman pies de 
las oblicuas. 


Vi s . 32 



Fig. 33 


45. rEOR EMA t> SI por un punto exterior a una recta trazamos una 
perpendicular y varias oblicuas, se verifica ' Fig. 34)': 

1") El segmenlo de perpendicular comprendido entre el punto y la recta, 
es menor que eualquier segmento de oblicua, 

2 9 ) Los segmentos de oblicuas cuyos pies cquidistan del pie de la perpen¬ 
dicular, son iguales. 

3?) De dos segmentos de oblicuas cuyos pies no cquidistan del pie de la 
perpendicular, es mayor aqud que dista mas. 

Para la demostracion de este teorema utilizaremos el siguiente postulado 
del movimiento; 
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Una figura geometrica puede moverse sin cambiar de tamano ni forma , 

HIPOTESiS: 

<-> <-> <-> <-> <-> 

PC j_ AB y PF , PD, PE oblicuas a AB. 

(Fig. 34) : CF = CD; 

CE > ~CD. 

t*) PC< PDi 
2D PF = PDi 


A / 

\ \ 8 

F \ C 

\ 

\ 

\ 

\ 

\ 

\ 

/0/E 

/ 


tesis: 


P* 


Fig. 34 

DEMOSTKAcior*. (/‘ parte): 

PC A- ~CP' < PD + DP' (i} 

Pero: PC = CP' (2) 

PD r= DP' (3) 


PC -f PC < PD + PZ> 
2PC<2PP 
2PD 


PC < 


2 


V ) PF > PC. 

f.’ow/rMccid« wwiiVw/-, Doblemos 
la figura por A§ 

t El punto P ocupara la posi- 
cion P' de manera que CP' — CP y 

PT = W; 


P'D — PD, 


PU<PD 


P'E = PE. 

La distanela mas coria entre dos pantos 

es la recta 

Construction. 

Sustituyendo (2) v (3) en (1), 
Sumando. 

Traspomendo, 

Simplificando. 


(2? Parte): t 

Doblemos la figura por PP' de manera que llevemos el semiplano de la 
izquierda sobre el semiplano de la derecha. El punto F comcidira con el punto 
D porque FC — CD. Enlonces tendremos que PF = PD por coincidir sus 
extremes^ ya que el punto P es comun y 

mentr. ana (postulado). 


(3" Parte): 

PE-fP ? P>PD + ra (6) 
Pero: (7) 

PD —P'D (8) 


Envolventc y envuelta 
Cons! me cion 
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PE -f PE > PD + PD 


2 PE > 2PD 
PE> ~ 
m>PD 


Sustituyendo (7) y (8) on (6) 
Sumando. 

Traspomeado. 


Simplificnndo. 

46. RECIPROCO. Si por un pun to exterior a una recta, sc trazan varias 
recta? que corten a la primera, se verifies: 

1 ) F.l menoj de tod os los segmentos com pren didos outre el punto y la recta, 
es perpendicular a esta. 

Si dos segmentos oblicuos son iguaJes, sus pies equidistan del pie de 
la perpendicular, 

3*) Si dos segmentos oblicuos son dcsiguales, d pie del segmento mayor dista 
mas del pie de la perpendicular que el pie del segmento mcnor. 

47. DISTANCIA DE UN PUNTO A UNA RECTA. Es la longitud 

del segmento perpendicular trazado desde el punto a la recta, Este segmento 
tiene las propiedades de ser unico y el menor posible. 

48. PARALELISMO. Se dice qu e dos rectas de un piano son paralelas 
cuando al prolongarlas no tienen ningun punto comiin. 

El paralelismo tiene la propiedad reciproca, es decir: si una recta es 
paralela a otra, esta otra 
es paralela a la primera. 

Se acepta que toda -----_ 

recta es paralela a si mis- 
ma, Esta propiedad se lla¬ 
ma “propiedad identica”. 

C "" -—-- p 

El paralelismo se ex¬ 
press con el signo ]|. Asi; 

AE || CD (Fig. 35). Ffe . 35 

49. TEOREMA 7, “Dos rectas de un piano, perpendiculars a. una ter- 
oera, son paralelas entre si”. 


mpoTESis : 


tesis: 


<-> <-> 

CD 1 AS; 


<-> <-> 
EF i AB. 


<—> 
CD 


<-> 

EF. 


<-> <-> 

: Supongamos que CD no es paralela a EF. En este caso 
se cortaria en algun punto, por ejemplo en P. 
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Pero entonces tendriamos que por 
P pasarian dos perpendiculares a la 

misma recta AS, lo cual es imposible 

<-> <-> 

(Postuiudo, Art 44). Luego CD y EF 
no pueden tener ningun punto comun 
y, por tanto, son paralelas, Es decir, 
<—> <“> 

CD SI EF . 

50* COROLARIO- “Por un pun¬ 
to exterior a una recta, pasa una parakla 

a dicha recta”* 

<-> 

Sea AB la recta dada y E el punto 


» 


! 


Fig* 37 


C E 



Fig* 36 

<-> <-> 

exterior. Por E trazamos EF 1 AB y 

<—> <-> 

en el punto E trazamos CD 1 EF; re¬ 
sults entonces Ct) 11 AB , en virtud del 

teorema anterior. . . 

51- POSTIJLADO DE EXTCL1- 
DES* “Por un punto exterior a una 
recta. pasa una sola paralela a dicha 
recta". 

En el capitulo I, ya se hicieron 
las observaciones correspondientes a es- 
te postulado, muy diseutido y cuya rte- 
gacion dio origen a las geometrias no 
euclidianas. 


52* COROLARIO I- "Dos rectas 
paralelas a una tercera , son para lei as 
entre si”. 


HtPOTEStS: 


<—> 

CD 


<“> 
AB; 
<—> <—> 
EF 1| AB. 


tesis: 


<-> 

EF 


tb\r. 3 S ) ; 


11 “ 

Si EF 


<-> 

CD no 


dk'mostkaoAn. at tLP y 

fueran paralelas, se cortarian en un 
punto P. 




p< 


B 


Fig. 38 
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<-> 

Ententes por el punto P pasarian dos paralelas a AB, lo cual es contrario 
al postulado de Euclides. 

<-> <-> 

Por tanto: EF 11 CD. 


53. COROLARIO II. “57 una recta carta a otra, aorta tambien a las pa¬ 
ralelas a esta 7 ’. 



B 


paralela a ella. Pero esto es imposible porque tendriamos por el mismo punto P, 


<-> 


<-> 


<-> 


<-> 




dos paralelas a CD- la recta AB y la recta EF. Por tanto EF corta a CD. 

54. COROLARIO IIL “57 una recta es perpendicular a otra. es tambien 
perpendicular a toda paralela a esta otra’. 

HIPOTESXS: 6 

AB || CD (Fig. 4 0). 

<-> <-> 

GH 1 AB. 

tesis: 

<-> <-> 

GH i CD. 

(.-> 

m vsoNTit ACjrmr Si GH 

<-> 

corta a AB, tambien corta 
<-> 

a CD. Supongamos que 



Fig. 40 


<-> 


<-y 


el punto de intersection es P y que GH no es perpendicular a CD. Entonces, 

<-> <-> <-> <-> 

por P podriamos trazar EF ± GH y tendriamos; EF |j AB, o sea, que por 

<-> <—» <-> 

el mismo punto P pasarian dos paralelas a AB, las CD y EF. Esto es imposible, 
<-> <-> 
por tanto: GH _L CD. 
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55. CARACTERES DEL PARALELISMO: 

1“) IdenUco: “loda recta es paralela a si roisma”. 

2’) Reciproco: “Si una recta es paralela a otra, esta es paralela a la 
primera”. 

3 V ) Transituxx “Dos rectas paralelas a una tercera, son paralelas 


entre gi 

56. METODO DE DEMOSTRACION POR REDUCCION AL ABSURDO. 

En los teoremas anteriores, sobre paralelismo, se ha empleado el metodo 
llamado por “reduction al absurdo”. 

Consiste en suponer lo contrario a lo que se quiere demostrar y, me- 
diante un razonamiento, llegar a obte- 
ner una conclusidn que se contradice 
con otros teoremas ya demostrados o 
con postulados admitidos. 

Con esto sabemos que es verdade- 
ra la tesis que queremos demostrar. 


4m 


H 


HB 




Vi 


Fig 41 


57. PROBLEMAS GRAFICOS: A i- 

1) Trazor una perpendicular en 

el punto medio de un segmento, I 

Sea el segmento AB {Fig. 41 ). Con , 1 

una abertura de compas mayor de la D)r 

mitad del segmento y haciendo centre 
en A y en B, sucesivamente, se trazan 
los arcos o, m, n y p, que se cortan en 

C y D f respectivamente. Uniendo C . _ 

con D r tenemos la perpendicular en el punto medio //, del segmento AB. 

2) 7 razar una perpendicular en un punto cualquiera de una recta . 

Sea P un punto cual¬ 
quiera de la recta AB i- 
gura 42). Haciendo centre 
en P y con una abertura 
cualquiera del compas, se 
trazan los arcos m y n; 
haciendo centre en los pun- 
tos en que estos arcos cor¬ 
tan a la recta se trazan 
los arcos q y r, que se cor- 
■ Pi s* 42 tan en el punto S, Unien¬ 

do 5 con P, se tiene PS que es la perpendicular buscada. 


q 

r 


n 


m 


B 
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3) Trazar arm perpendicular en 
prolongg rlo (Fig 43) 

Sea AB el f-egmento. Para trazar la 
perpendicular en un extremo B, se hace 
centro en B y con una abertura eual- 
quiera de com pas, se traza el arco pgr 
que corta a AB en C. Haciendo centro 
en C y con la misma abertura, se se- 
hala el punto D; haciendo centro en D 
se sehala el punto E. Haciendo centre 
en D y en £, sucesivamente se trazan 
los arcos s y f, que se cortan en U. 
Uniendo U con 5, tendremos la per¬ 
pendicular buscada. 


un extremo de un segmento sin 



AB trazar a esta una parale- 

la (Fig. 44 A). 

Por un punto cual- 
quiera C de la recta y 
con radio CP se traza el 
arco npD. Haciendo cen¬ 
tro en P y con el mis- 
mo radio se traza el arco 

nCE. 

Con centro en C y 
tomando Tina abertura de 
compas igual a PD se se¬ 
hala el punto M 


4) Por un punto P exterior a una recta 



5) Trazar la bisec- 
triz de un dnguio- 

Sea el angulo ABC 
(Fig* 44 B). 

Haciendo centro en el 
vertice B se traza el ar¬ 
co n M/V. 

Con centro en M tra- 
zamos el arco r y con cen¬ 
tro en N el arco s. Enton- 
ces r y $ se cortan en P. 



Tip 44*B 


—> 

La semirrecta BP es la bisectriz del angulo ABC. 
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58. RECTAS CORTADAS 

<-> <-> 

tas, AB y CD (Fig. 45) 

<—> 

por una tercera recta SS' 
llamad a secante, se for- 
man 8 angulos. 4 en ea- 
da punto de iiiterseccion. 

59. ANGULOS IN 

TERNQS. Son los angu- 
los Z4, /3, Z6, Z5. 

60. ANGULOS EX¬ 
TERN OS, Son los angu¬ 
los Zl, Z2, Z8, Z 7. 


POR UNA SECANTE. A1 cortar dos rec- 



61. ANGULOS ALTERN08. Son los pares de angulos y Z5; 
Z4 y Z6; Zl y Z7; Z2 y Z& 

Los angulos alternos pueden ser: 

1) altemos intemos: Z3 y Z5; Z4y Z6; 

2) altemos extemos: /I y /_ 7; /2 y /8: 


62. ANGULOS TORRESPONDIENTES. Son los pares de angulos 
Zl y Z5; Z2y Z6; Z3 y Z 7\ Z4 y Z8. 

63. ANGULOS CONJUGADOS. Son dos angulos intemos, o dos ex- 
ternos. situados en un mismo semipiano respecto a la secante, 

Los angulos conjugados pueden ser: 

1) conjugados internos: Z 3 y Z6; Z4 y Z5; 

2) conjugados extemos: Z2y Z?; Zl y Z8: 

64. PARALELAS CORTADAS POR UNA SECANTE. Postulado: 

“Toda secante forma con 
dos par ale ias angulos co- 
rrespondientes iguales”. 

Si AB [| CD, se ve¬ 
rifies (Fig ML; 



D 


Z 1 — Z5 
Z2= 16 


Z 3 =17 

Z 4 = Z 8. 


65. I KM A. Adin i ti - 
do el postulado anterior se 
demuestra que “Si una st 
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cctntg forma con dos rectos da tin piano, tingulos < orrespondientes iguales, 
dt (has rectas son paraleto s’\ 



Fig. 47 


\ 1IPOTESIS: 

Z 1 = Z2 (Fig. 4?). 

<~> <-> 
tesi •: AB ]| CD. 

DEMOSTRACION pOf el 
mctodo de reduction al 

id‘Hit do; Supongamos que 
<-> <-> 
AB no es para lei a a CD. 

Entonces podremos trazar 
<—> <-> 

A'B' |j CD (postulado de 
Enclido . 


Tendriamos: /a = / 2. en virtud del postulado. 

Comparando esta igualdad con la hipotesis, tenemos: 

la.— 12; It = l 2 /a — It iconic ter transitive'}. 

Esta conclusion es absurda a menos que la recta A'B' coincida con la 

<-> <-> <-> 

recta AB. Luego AB 11 CD, como se queria demostrar. 


| son angulos altemas intemos. 


66, TEOREMA 8 “Toda secante forma con do* paralelas angulos al- 
temos intemos iguales”. 

<—> <-> <-> 

mpdri-.sis: AB || CD; SS r es una secante Fig. 4H ; 

Z4 y 16 
Z3 y ZS 

TESIS: 

Z4= Z6; 

13 — Z5. B 

demostracion: 

Z 4 ~ 12 

(opuestos por el vertice); 

12 - 16 

( corrcspondientCs) ; 

Z4-Z6 

(caracter transitive], 

Analogamente se de- 
muestra que 13— 16. 

67. RECIPROCO. “Si una secante forma con dos rectas de un piano 
angulos altemos intemos iguales, dichas rectas son paralelas"’. 
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68 TEX) REM A 9. "Toda secante forma con dos paraJelas angulus al- 
tern os externos iguales ? \ 


<-> <-> <-> 

u.ii>OTEoi!i : AB\\CDi Stf es una secante Fig. 49 .i ; 

^ J " \ 1 angufos alternos externos. 
Z2y Z8 / 5 


TESIS; 

Zl= Z7; 

B 12— Z 8. 

DEM OST.KACI ON ; 

Z1=Z3 CO 

(opuestos por el vert ice) j 

D Z3=Z7 (2) 

(correspondientes) j 

Comparando U y 

( 2 ) : /1 = 17 

(caracter transitive) . 

Analogamente se demuestra que / 2 = Z 8. 

69. REOPRGCO. "Si una secante forma con dos rectas dc un piano, 
angulos alternos externos iguaies, dichas rectas son para] el as. 

70. TEOREMA 10, ‘Dos angulos conjugados intemos, entre paralelas, 
son suplemtmtarios". 



<-> 


<—> 


<-> 


B 


utpoiksis; AB\\CD; SS' es una secante (Fig. ' ; 

Z3 y Z6 ) conjugados intemos 

Z4 y /5 / 

TESIS; S 

/ 3 + z 6 = 2R; 

Z4+ Z 5 = 2/?. 

DEMOSTRACION; 

Z5+ 16 = 2R (1) 

(por adyacentes); 

Z5=Z3 (2) 

(por alternos internos). 

Sustituyendo (2) en 

( 1 ): 

Z3 + Z6==2 R, 

Por el axioma que dice: Un numero se purdc tustitui/ poi otro igual en 
cualquier ope radon enlre numeros. 
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Analogy men te se demuestra que / 4 + Z5 — 2 R. 

71. RECIPRQCQ. “Si una secante forma con dos recta*, dc un piano 
angulos conjugados internes s u piemen tari os, dichas rectas son paralelas” 


'Los angulos conjugados ex ter nos, entre paralelas, 


72. TEOREMA 11. 

son suplementarios’ , 

<-> <-> <-> 

itipdrEsts: AB 11 CD; SS' es tina secante (Fig. 51); 

Z2 y Z7 } S ° n ® ngu * os con J u R a dos extemos. 

TESIS: 5 

Z 1 + l 8 = 2/f; 

Z2 + Z7 = 2fi, 

demostkacion: 

Z7+ ZS = 2rt (1) 

(por adyacerxtes) ; 

Z7=Z1 (2) 

(por a Iter nos extemos). 

Sustituyendo ( 2 ) en 

( 1 ): 

Z1 + Z8 = 2/f, 

Analogamente se demuestra que Z 2 + Z 7 — 2 R. 



& 


y. 


73. RECIPROCO. “Si una secante forma con dos rectas de un piano angu- 
los conjugados extern os suplementarios, diehas rectas son paralelas”. 


EJERCICIOS 

(1) ^Tiene la perpendicularidad la propiedad reciproca? la pro- 
piedad id^ntica ? s /?..* Si; no. 




Ejer. 3 


I 
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(2) Si AB J| CD, 

otnos angulos. 


<-> 

SS ' eS una secar,te y Z 1 = 120°; ha liar ] os 

^t '2— Z4 - / $— z 8 

z3 ~ L^~ 17 — 12Q°! 




<-> <-> 

«?■ SS' es una secante y 17 =* 1 ; hallar los 

w 1 

n - Zl = / 3 = Z 5 = / 7 = 60 ° $ 
< _ > Z 2 = Z 4 = Z 6 = i 8 - 120 °, 

los'JJu^ '•’ MN - ** “ Una “ >' ^ = 5*. X 6 = 13r; hallar 

«.* Z 1 = z 3 = z 5 = z 7 = 50 °; 
Z 2 = z 4 — z 6 = Z 8 — 130 °, 
A C 


O) Si A//V 
otros angulos. 


todos los angulos. 

s 


Ejer. 4 


Ejer. j 



E 


<—> <— > 

( > 1 Si AB I; CO, demostrar quo: 

1 1 + Z 2 -f z 3 = 2 H. 

(<> i I>a recta CE es bisectrix del 
Z BCD y IA = IB. 

Demostrar que: 

<-> <-> 

EC || AB . 


Ejer, 6 
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F H 

Ejc-r, 8 



(7) Si AD j| BC , 

<—> <-> 

CD |t AB, 

L BAD = 2 x 
y l ABC —6 Z-, 
halklr: / ABC; L BCD; 
LCD A; iDAB. 

R.; 

lABC = LCD A — 135° ; 
LBCD- lDAB = 45°. 



<-> <-> <-> 
(8) Si .45 || CD; EF 


G// y ZEMV = 60°; Hallar LHPD. 

R.: L HPD == 120°, 


(9) Si Etf || DA; 

<-> <-> 

LK || MJ 

y LABJ — 100°, 

hallar: LFGB y /CFG. 

RLFGB = % 0 °; 
ZCFG = 100°. 

(10) Si AB II CD, 



<-> 

EF es una secante, 


Ejer. 10 
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C 



Ejer. 11 


<-> 

GH es bisectriz del Z AGl 
y IAGH = 30°; 
hallar l_ CIF. 

R.: I CIF— 120°. 

(11) Si AB || MN 

y ICON =130°; 
hallar Z ABC. 

RIABC= 50°. 

















LOS FENICIOS. Hacia et one 1.500 a. d. C. I os fe- 
nictos recorriqn el Mediterraneo vendiendo todo 
dose de mercandas. La navegacidn les dio valiosas 
experiences so fare ef Cielo y la Tierra, que nin- 
gvn otro pueblo habia tenido antes. Sabian que la 


Tiefra era esterica, por la observecidn de las 
bar cos que aparecian en el Horizonte: m a stiles y 
velas en primer lugar. Descubrieron la estrello 
polar y observaron la postcion de las sombras 
proyectadas por un cuerpo iluminado par el Sol. 


4 


Angulos con lados 


paralelos o per] 



74. TBOREMA 12. “Dos angulos que tienem sus lados respecti vamente 
paralelos y dirigidos en el mismo sentido son .iguales”. 


ispcrr ; BA \\ B'A'\ 

BC || B'C', 

v 

Z y Z A r B'C f tienen sus lados dirigidos ea el mismo 
sentido. 


esis: lABC= lA'&C. 
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'uccion auxitiar : Prolongue- 

C'B' hasta que corte al 

formandose el Z a. 

Z ABC = Za; 

(por t < ir respond ien les 5 ; 

ZA , B'C' = Za; 

t’oiTif.spmi.iientes ; 

-\ I ABC - lA'&C'i 

( car«ic(.er IransrHvoj . 

TEOREMA J3. "Dos angu- 
e tiencn sus I ad os respectivamente 
aielos y di rigid os en sentido contrario, 
iguales”. 



Fig. 53 


HIPOTESXS: 

BA j| FA'- - 
BC || B'C'. 

£ ABC y l A'B'C tie- 
nen sus lados dirigidos 
en sentido contrario. 

TESIS: 

IABC= l A’B'C’. 


Construct ion uxiliar: Prolonguemos los lados A'B' y CB ' para formar el Z a. 

demostraci6n. 


Z ABC — Za; Por toner lado, paralelos y dirigidos en el 

mismo sentido. 

Z A'B'C? = Za; n - Si: ?. 

Z ABC = Z A'BC\ Carnet or Irunsitivn. 

i POREIVTA 14. Si dos a rig id os ticnen sus lados rf-pectivamcnte 
paralelos, dos de olios dirigidos en el mismo sentido, y los otros dos en sentido 
contrario, dichos angulos son suplemeatarios*’ 
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hipotesis: 


—> -> 


BA || B'A' 


BC j| B’C 


y en sentido contrario 
y en el mismo sentido. 


tesis: L ABC -+* Z A’B’C — 2ft. 


<—* 

Construction auziliar; Prolonguemos A'S' formandose el angulo a . 


demostraciqn : 

l A’B'C'A L* = 2R (1 

(por .idyacent.es) ; 

la = l ABC y (2) 

(por tenor ladeft paralelos 
y del mismo sentido), 

Sustituyendo ( 2 en 
(1 ) tenemos: Por el axio' 

ma: Un nunwro sc pctedr 
sustituir por otro igu&l en 
cualqttier ope radon *nitre 
ii inner os. 



l A’B'C ' -f Z ABC “ 2 R. 


Fig. ,14 


77. TKOREMA 15. “D(k angulos agudos cuvos la do. son respectiva- 

mente ptrpendicu lares son 
iguales”. 



hipotesis: 

BA i B'A’iF iix. ■ 

BC i B’C' ; 
l ABC < 1ft; 

Z A’B’C < 1ft, 

TESIS* 

l ABC - l A’B'C. 

Construm 70 n auxlUar: 


rig. :.3 

BC" |i B’C dc manern quo lA"BC" = 
y del mismo sentido. Adcmns se forma el 


Tracemos por ft las se- 

mirrectas ft,4" jj B’A' y 
Z A’B'C por tener lados paralelos 

Z a. 
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BEMOSTRACION; 


l_C/'BA" -f- /a - 1/?. por ser BC i ffC' 
<-> <-> 
es BC i BC". 

Trasponiendo: 

lC"BA" = \R — la (1) 


y BC" j] B'C', segun el Art. 54 


<—> ( % 

LABC -f- Za — 1 R, por ser BA .1 B'A f , 
<—> <-? ' 

BA" ± BA. 

Trasponiendo: 


<-> <—> 

&4" fj S' A' es, segun el Art. 54, 


LABC- l/?_ z ft 
Comparando f 1) y (2) : 
ZC"SA" = / ABC 
Pero: 


( 2 ), 


1 '■■ -m ■iL 


lC"BA" ~ l A'B’C 
Sustituyendo (4) en (3) 


t,.;.ira]. if. en oi mtsnio sentido. 

, tenemos: 

l A'B'C' — l ABC. 



'■ ! . 


demostracion: 


Z ABC — /a 

CD; 

Z A'B'C' + a — 180° 

(2). 


Sustituyendo (1 .) en f 2) resulta: 


78 . TEOREMA 16. “Do% angu- 
l<rs, uno agudo >■ t»lro obtuso, que ticnen 
sus lad os respecti vamente perpendiculars 
son suplcmentanns”. 

Hipdresrs: 

B'A* i BA - 

<—> <-> 

B'C x BC ; 

IABC< IR; 
l A'B'C' > 1 R. 

IABC+ lA'B'C'-^R. 

* on.'-truccion f/uxi!/fir • Prolongtie- 
<—> 

mos A'B' hasta que se forme el Za. 

Por teller lados perpeodieular&s y ser las 

dos nngulos agudos. 

Por arlyacentes. 

L A'B'C + IABC-A 80°; 


Cj , 1 EOBEMA 17. “Dos angulos obtusos 
tivamente perpcndiculares son iguales” ] 


que tienen sus lados respec- 
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HIPOTESIS: 

<—> <-> 

B'A ' 1 BA; 

< —> <-> 

B'C’ i BC ; 

l ABC > IR ; 

Z/L'B'C' > 1/?. 

TE5IS * 

l ABC = ZA'B'C'. 

Cortf/rucci’o/i auxiliar. 

<-> <—> 

Prolonguemos /IB y /IT?', 

forma ndose los angulos: 

J ' K /« y la\ que son igua- 

les por ser agudos y tener sus lados respectivamente perpendieulares. 

DEMOSTRACION ; 



l ABC 4 - la = 2R; 
Trasponiendo: 
l ABC — 2R — la 
Tambien: 

IA’#C = 2R — la’ 

Pero: £a f = la 

Sustituyendo (3) en (2 ) : 
lA , B , C , = 2R — la 

Comparando (l) y (4), tenemos: 

LABC= AA'B'C'i 


Ady a centos „ 


(D- 

( 2 ). 

(3) « 

(4) . 


Por agudos y lados perpendiculares . 


Caracter transitive. 
EJERCICIOS 


B 




Rj>r 1 


Ejer 2 
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► 


- 



(1) 

Z EB*D — 


<-> <-> < — > 

AB || A'B'i BC |] B'C\ 
60°. Hallar cl Z ABC I 



Ejtr. 3 


<—> <~ > <-> 

(4.1 TV i BQi UV i RS- 


($) 


B r ; A ABC = 60 ° . 

( 2 ) 

<-> <-> <—> <-> 

W || ftS; MN II RQ, 

lMNP- 60°. Hallar ZQ/1S. 

S.; ZQSS=12G°. 
(3) _ 

1 /IS, BE i BC, 
lDEF= 120°. Hallar A ABC. 

/?.; Z /ISC == 60°, 

z WVX — 30°. Hallar Z QMS. 

R.: A QRS — 30°. 


<-> <-> <-> <■ — > 

AB)\PQ- bc\\mn . 

z /ISC = 70°, 

Hallar: A MOP, / NOP, 
ANOO y AMOQ . 

/?.; Z /WOS = 70°; 

Z /VOP = 110°; z /voq = 
= 70°; AMOQ= 110°. 



Ejer. 4 



Ejcr. 


Ejcr 6 
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e 



Ejer. 8 


m 

A r B r || AB, B’C 1 | SC, 

<—» <—> <—> <-> 

MN i AB. NP i BC\ 
lMNP = 48°. 

Hallar LA’B’C, 

RL A'B'C' 48°. 

(7) 

<—>■ <—> <—V <—> 

AB ±r ED-, BF 1 CD; 
ICDE— 150°.. 

Hallar l ABC. 

R.: LABC- 30°. 

( 8 ) 

AB\\ED\ 

<„> <_j, <-> <-> 

HI 1 ED; HE 1 EF, 
LJHl = 150°. 

Hallar //ISC. 

/?.; z i4SC = 30 c , 



hjer, 10 


(9) 

<^> < — > 

j4C 11 DE; ~EF 1 |~CD; 
lEBC = 2 l BED. 

I fallar: 

LB, LC , ZD, ZE. 

/I; 

ZS — 120°; LD = 120°; 
Z C — 60°; Z£ = 60°. 


<-> <-> <->- 
GE I! Z1C 11 IK; 
<->- <-> <-> 
AG || CE H JL; 

LFOD = 60°. 

Hallar: 

l A, LC, LE , LG. 

R.: 

LA— 60°; LC— 120°; 
LE = 60°; LG- 120°. 


GEOMFTHCA LSALDORS - 3. 













THALES DE MILETO (640-545 6 546). Fue el primer 
geo metro griego y uno de lot siete sobios de 
Grecia. Two como discipulo y protegido a Pita- 
go ras, En la iiustracion son graficamente mostra- 
dos olgunos axiomos ensenados por el; La suma 


de los 3 angulos de un triangulo es — dos rectos, 
o sea 180‘. Los angulos opuestos por el vertice 
son igwales. Todos los angulos inscritos en una se- 
mictrcunferencia son rectos. Cualquier diomelro di¬ 
vide exactamente al circulo en 2 partes iguales. 


5 


Triangulos y generalidades 


8U TRIANGULO. Es la portion de piano limit ado por tres rectas que 
se cortan dos a dos g. 

Los puntos de intersection son los vertices del triangulo: A, B y C. 

Los segmentos deteraiinados, son los lados del triangulo: a 7 bye. 

Los lados forman los angulos interiores que se nombran por las letras 
de los vertices. El lado opuesto a un angulo, se nombra con la misma letra 
pero mimiscula. 

Un triangulo tiene elementos: 3 angulos, 3 lados y 3 vertices. 

Se llama de un triangulo a la suma de sus tres lados. 

En el triangulo ABC : AB BC CA = a b c ^ % P 

donde p representa al semiperimetro (mitad del perimetro). 
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81.' CLASIFICACION DE LOS TRIANGULOS. a) Atendiendo a 
sus lados: 

Tridngulo isosceles .— 

es el que tiene dos lados 
iguales ( Fig, 59). 

Mas adelante vere- 
mos que los angulos opues- 
tos a dichos lados, tambien 

sou iguales, Es deem .. 

ligr. 58 

Si AB = BC, tambien /.A — i_C. 

El lado desigual se suele llamar base del triangulo. 

Tridngulo equildtero . Es el que tiene sus tres lados iguales Fig. 60). 
Los tres angulos tambien son iguales. 


A 




Fig. 59 

~AB~W 


3 



Triangulo escaleno. Es el que tiene sus tres lados diferentes (1 . 6 '). 

AB AC ^ BC - LA LB ^ LC. Sus angulos son tambien desiguales, 

b) Atendiendo a sus angulos: 

Acutangulo. Es el que tiene los tres angulos agudos Fig. 

LA<tB; LB<iR; LC<\R. 
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Rpne un angulo obtuso 4 . 

C 


IA>\R. 


Rectdngulo . Es el que tiene un angulo recto ti4) : /_A — \R. 

Los lados del triangulo rectangulo reciben nombres especiales: 
son los lados que forman el angulo recto: AB y AC . 
es el lado opuesto al angulo rector BC. 

82. RECTAS Y PUNTOS NOTABLES EN EL TRIANGULO: 
a) Mrditma; es el segmento trazado desde un vertice hasta el punto 
medio del lado opuesto: AR, BP y CQ , 


Fig. 63 


fig. 64 


A 



AP — PC i 
AQ = ~BQ; 

BH ~ CR. 

Hay tres medianas, 
una corresjx>ndiente a ca- 
da lado. Se designan con 
la letra V y un subindi¬ 
ce que indica el lado: 
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El punto de inlerseccidn, G, de las tres medianas se llama 
b } A!turn. Es la perpendicular trazada desde un vertice, al lado opues- 
to o a su prolongation- AM 7 BP y CN !’>•: b6-/i ). 

Hay tres alturas, una correspondiente a cada lado. Se designan con la 
letra “A” y un subindice que indica el lado fi*;. 

AM = A.; 

W=h b ; 

CN- h e . 


V C 



Fig. 66-A 


B 





El punto O donde concurren las tres alturas se llama orfocrn! 


c) Bisectriz. Es la recta notable que correspond© a la bisectriz de un 
angulo interior, Consecuentemente bay tres bisectrices, una para cada angulo, 
que se nombran generalmente con letras griegas: a (alfa), /? (beta), 

y (gamma) (Fig. 



C 


Z 1 — 12; 

Z3 ™ Z4; 

Z 5 — Z6. 

El punto / donde com 
curren las tres bisectrices, 
se llama Z 

d) Mediatriz Es la 

perpendicular en el pun* 
to medio de cada lado. 
Hay tres mediatrices que 
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se denominan con la letra 
“M” y un sub in dice que 
indica el lado (Fig, 68) : 

~KS ^ M ai 

KU = M b ; 

KT — M c . 

El punto K de inter¬ 
section de las tres media¬ 
trices, se llama circa. - 
centra. 


8 i, 1EORLMA 18, "La sunia de los tres Angulos interiores de ua 
triangulo vale dos Angulos rectos". 


i-nedi j - is: / A, IB 

y 1C son los Angulos in- 
teriores del /\ABC figi f - 
ra 69). 

TESIS ; 

l A 4- IB + IC — 2R. 
t onstrucciort auziliar. 

Tracemos por el vertice C, 

<—> <~> 

Af/V || AB formandose los 

lx, ly. 

demostracion; 

lx+ ZC+ ly - m 

Pero: lx = l A 

ly — LB 



l'ig, 69 


(1) Lonsecutivos a un lado de una recta. 

m i 

(3) ( Alternos in *®niqs entre paralelas. 


Sustituyendo (2) y (3), en (1): Un numero se puede sustituir por otro 

lA~ f- l B LC — 2R ] R ual eri cualquier operacion entre 

numeros. 

Coroeario. La Simla de los Angulos agudos de un triangulo rectangido 
vale un Angulo recto. 

En efecto: si los tres Angulos suman 2 rectos y uno de ellos mide un 
recto, la suma de los otros dos debera valer un Angulo recto. 


84. ANGULO EXTERIOR DE UN TRIANGULO. Es el foramdo por 
un lado y la prolongacion de otro. 

Eicuipl . lx, ly , lz son los angulos ex teriores del A ABC , Fit . 70). 








TRIANGULOS Y GENERAL ID ADELS 


59 


85. TEOREMA 19. “La suma de los angulos extcriores de un triangulo 
vale cuatro angulos rectos”. 



’' i . 70 



: Lx, Ly, Lz son los angulos exteriores del &ABC 


tesis: Lx Ly + Lz => 4ft, 

DEMOSTKACION : LA + Lx == 2ft 

Z B + Z y = 2ft 
LC ~Y Lx~ 2ft 


(1) Adyacentes; 

(2) Adyacaiites} 

(3) Advacentes, . 


Sumando (1), (2) y (3): Z A -f* LB -f ZC + Z* + Zy -f- Z^ ~ 6ft (4) 


Pero: ZA + Zft + LC = 2R (5) Si.rna de angulos mteriares 


Sustituyendo ( 5 ) en (4): 

2ft 4“ Lx + Zy-f- Z.c ~6ft Un mniiero se puede sustituii par cEro 

igual en cualquier operacidn entre 

ndrneros . 

Lx - f- Ly + Z« = 6ft — 2ft Titisf amende. 

Lx 4- Ly -+- Lx = 4ft Simpi.ifican: ». 


86. TEOREMA 20. “Todo angulo exterior de un triangulo es igual a la 


suma de los dos angulos in¬ 
ter tores no adyacentes”. 

hi pot Ksis: 

En el A ABC ffigu- 
ra 71 '): Lx — angulo ex¬ 
terior. 

L A y LC angulos 
interiores no adyacentes 
a Lx. 

tesis : 

Z* = ZA.+ LC. 



Fig- 72 
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DEM OST HA CION: 

Lx + lb — 2 R 
Lx = 2R—LB (i) 

Tambien; LA + Zfi + LC = 2R 
ZA + ZC = 2/?-/B (2) 
Comparando (1) y (2), tenemos: 
Lx — LA-\- LC 


Adyacentes 
Ira* pen iendo; 

Sum a de Ips ingulos in tenures; 
Trasponiendo; 

Caracter transitivo. 


87. IGUALDAI) DE TRtANGlLOS. Dos tridngulos son 'iguales si su 
perpuestos coinciden. 



Asi, por ejemplo, al llevar el triangulo A ABC (big. 5- A) sobre el trifei- 
gulo L\A’B’C - ’-P* , observamos que al coincidir A con A' vemos que 

B (Fig. i •- coincide con B r y C con C\ es decir, que el triangulo A ABC 
coincide con el triangulo A'B'C , decimos que: 

A ABC = A A'ffC 

Entonces se cumplen las seis condiciones siguientes: 

AB^WT LA - LA’ 

BC = B’C LB — LB’ 

CA=CA' LC - LC 

No obstante, para dexnostrar que dos tridngulos son iguales, no es nece- 
sario demostrar estas seis igualdades puesto que veremos que si se cumplen 
Ires de ellas, siempre que por lo menos una se refiera a los lados, necesaria- 
mente se cumplen las otras tree condiciones. 

Es decir, en el capitulo siguiente demosiraremos que dos tridngulos son 
iguales si tienen iguales: 
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i*-') U/i lado y los dos dngulos adyacentes (Wg. 74): 

Si AB = /A = IA\ lB= £B' ; 

Entonces A ABC -- A A'B'C*. 


C 


c 



Mg, 74 B 


2") Dos (ados y el dnguio comprendido entr. eiloS; (Fig* 75): 


Si AC — A’C\ AB — A'B \ /A = £A*\ 
Entonces AABC A A'B’C*. 




C 



c 



Fig. 75 B 


Si AB = A'fi', £C - B'C\ CA = C'A'; 


Entonces A ABC — A A'B’C'. 

Qt/serradon. Los alumnos tienen tendencia a creer que dos triangulos 
tambien son iguales si tienen los tres angulos respectivamente iguales. Esto 
no es cierto, hay triangulos como A ABC y A A'B'C' . 77) que tienen sus 














PITAGORAS [585-500 a. d. C.] Mistico y aristocrota 
mezcla su ciencia con cierta religion y magict, sien- 
do el slmbolo de su secta el pentagono estrellado, 
ue ottetila la iluslracion. El concepto de arranque 
e sus ensenanzas geometricas es el punfo r que 


para el era lo mas simple que existia; es, decla: 
«la unidod que tiene wna posicion*. Todos los 
demos cuerpos geometricos son «pluralidad», 
porque estdn constituidos por un numero infinite 
de puntos. Sobre los triangulos sento su teorema. 




Casos 


de igualdad de 


triangulos 


89 PRIMER CASO Teorema 21 . "Dos triangulos son iguales si tieneu 
un lado igual, y respectivamente iguales los angulos adyacentes a ese la do 

En la tenemos que: 

AD — iA = ZA'; IB — IB’. 

tests: A ABC = A A’B'C*. 

: Llevemos (postulado del roovimiento) el A ABC sobre 
AA'B'C' de manera que el vertice A coincida con el vertice A* y el lado 
AB coincida con el lado A'B'. Entonces: 
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C 



El vertice B coincidi ra con el vertice S'- 
El lado BC coincidira con B'C. 

El lado AC coincidira con A'C". 

El vertice C coincidira con C . 


C! 



Fig, 78-B 

Porque AB — A'B* por hipdtesis. 
F rque B [ />' por hipdtesis. 
Porque A A — /A' por hipdtesis. 


Postil lado (dos retta-s quo so curtail 
tienen un solo punlo comiin), 

Todos los elementos del A ABC han coincidido con los elementos del AA'B'C*. 

A A ABC = A A'&C. 


90, SEGUNDO CASO. Teohema 22, “Dos triangular son iguales si tie¬ 
nen dos lados y el angulo comprendido entrc ellos, respectivamenie iguales”. 


C 



c 



Fig. 79-R 


. AB = A’BAC — A'C'i lA = /A'. 
A ABC = A A'B'C. 


: 
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demostracion: 


Llevemos el A ABC sobre el A A'B'C' de 
manera que el Z A coincida con el Z A\ 
El vertice B coincidira con el vertice B'. 
El vertice C, coincidira con el vertice C\ 
BC coincidira con B'C'. 

Todos los elementos ban coincidido. 


Postulado del moviimenta 


Porque AB — A'B' por hipdtesis, 
Porque AC -- A'C por kipdtesis. 
Postulado (dps pantos detertninan 

una reel.a ). 

A ABC = A A'B'C. 


i quota rio. F,n todo irianguJo isosceles ABC, a lad os iguales se oponen 
. En efecto: basta considerar el triangulo dado y el mismo inver- 
tido ACE y ver que superpuestos coinciden los angulos de la base: el angulo B 
con el C y el C con el B. 


QJ. TERCEB CASO. Teorema 23. “Dos triangulox son iguales si tienen 
sus tres lados respectivamente igualcs". 

HiPOTEsis (Fig. 8s*i; AB—^W'i ~BC=~WC 1 ~CA ~ CM'. 


tests: 


A ABC ~ A A'B'C. 







Fig 80 * 

Const rurru'ir, muihur. Llevemos el A A'B'C sobre el A ABC, de manera 
que A'B' coincida con AB y el vertice C en el setniplano opuesto al que con¬ 
vene a C. Sea C" la posicion del vertice C. Los lados A'B ' y B'C' ocuparan las 
jiosieiones AC" y BC" respectivamente, Uniendo C con C", se formaran A ACC" 
y A BCC"; ambos isdsceles ya que AC = AC" y SC = BC" por hipotesis; en- 
tonces / ACC" — Z AC"C y Z BCC" — Z BC"C por ser angulos en la base de 
triangulos isosceles. 


BE MOST RAC ION? 

Z ACC" ~ Z AC"C 
Z BCC" = Z BC"C 


Construction; 
G.m-t ruction; 
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l ACC " 4- Z BCC" = I AC"C + Z BC"C 
Pero: 

/ ACC" + l BCC" — 1C 
y Z AC"C + / BC"C = Z C" - /C' 
Sustituyendo (2) y (3) en (1) 
tenemos: LC — LO 

~AC=7LC 

~BC = BV r 
IC= 1 C 
A ABC - AA'B'C 

92. IGUALDAD DE TRIANGULOS 
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(1) Sumando miembro a miembro 

(2) Suma de angulos; 

(3) Suma de angulos^ 

Axiom a; 

Hi[«5fesisj 
Deinoslraciu; 

Por el segundo caso. 

RRCTANGULQS Todos los trian- 

que se 

mismos. 

rectangulos, fwdemos considerar los si- 


gulos rectangulns tienen un elemento igual, ( nth ; basta 
cumplan solamente dos condiciones para la igualdad de los 

En la igualdad de triangulos 
guientes casos: 

1 ”) La hipotenusa y un angulo agudn iguales (Fig 811 : 

LA— LA'= \ R. 



Fi:;. 8t 


Si BC = B’C y LB — LB f entonces AABC = AA’B'C porque al ser 
tguales los angulos LB y LB' tambien lo son los LC y LC que son comply 
mentos de angulos iguales, Los dos triangulos tienen pues iguales un lado y 
los dos angulos ady a rentes. 
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2“) Un cateto y un angulo agudo iguales. 

a) Un cateio y el angulo adyacente (Fig. 82); 

LA — IA'=\R. 



Ffe 82 

Si AB ~ A*S' y LB = Z B’ entonces /\ABC = A A’B'C', par tetter un 
lado igua) e iguales los dos angulos adyacentes. 

b) Un cat do y el angulo opuesto {Fig. 83): 

t* 

LA - Zd'=lfl. 



Fig 83 

Si ~AB = A'B' y LC — LC* entonces L\ABC — A A'B'C', porque al ser 
iguales los angulos Z C y Z C" tambien lo son LB y LB r que son sus com pie* 
mentos. Los dos triangulos tienen pues iguales un lado y los dos angulos ad 
yacentes. 

3 ¥ ) Los dos catetos iguales (Fig 841: 
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C C' 



fig 64 


Si AB — A*W y AC = A'C entonces A ABC = tsA'B'C' por tener dos 
lados iguales e igual el angulo comprendido, ya que f_A — LA* = iff, 

4") La hipotenusa y un cateto iguales (Fig 85): 


c c 



Si BC — B'C' y AB — A'B' entonces AABC = A A'B'C f . En efecto mas 
adelante, al estudiar el Teorema de Pitagoras, veremos que si dos triangulos 
rectangulos tienen iguales la hipotenusa y un cateto, tienen tambien igual 
el otro cateto. 

De aqui resulta que los dos triangulos ABC y A'B'C? tienen sus tres 
lados iguales y, por k> tanto, son iguales. 

93. APLICACIONES DE LA IGUALDAD DE TRIANGULOS.— 

Para demostrar que dos segmentos son iguales suele ser util demostrar 
que se oponen a angulos iguales en triangulos iguales. 
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Para demostrar que dos angulos son iguales suele ser util demostrar 
que dichos angulos se oponen a lados iguales en triangulos iguales. 


EJERCICIOS 

(1) SiZl“Z2yZ3= i /4, demostrar que: A ABC = A ABD, 

(2) Si AC = AD y Z 1 = Z 2; demostrar que A ABC = A ABD. 

(3) Si AC — AD y BC = BD; demostrar que A ABC ~ A ABD 



Ejcrcs . 1-2-3 Eier^4’5 

<-> <—> __ _ 

(4) Si AB || CD y AB — CD ; demostrar que i\AOB = A COD. 

(5) Si O es el punto medio de AD y de BC, demostrar que: 

A AOB = A COD. 

^ 

(6) Si AB || CD; 
demostrar que: 


A ACD ~ A ACB. 

(7) Si CD = 'AB y 
Z 1 — Z 3; demostrar que 
A ACD = A ACB y 

~BC = AD, 

(8) Si AD — BCy 

CD = AB; demostrar que 
&ACD=AACBy lD=lB. 


0 C 
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(9) /\A BC es isos celes; D y F son los pantos medios de AC y BC. 
Demostrar que AF — BD y - 1% 



l.jcr. if 


I-jrr, 3 0 


(10) A ABC es isosceles; D y F son los puntos medios de AC y He. 
Demostrar que AO = BO, DO = FO y Z3 = Z 4. 


_ (11) Si BD i AC, Zl = Z2 

y AD — CD; demostrar que: 

A ABD ~ A CBD. 

(12) Si BD X AC y IA- 1C ; 
demostrar que A ABD = A CBD. 

(13) Si BD i AC y Zl = Z2; 

demostrar que: A ABD — A CBD; 

AD ™ CD; Zv4 = 1C. 

<“> <-> 

(14) Si BD j_ /IC y B es el pun- 
to medio de AC; demostrar que: 

Zt= Z2- 

(15) Si BD i AC y AD = CD; 
demostrar que /4B = BC, 



C 

Ejercs, 11-13 


c-> <-> <-> 

(16) Si DA j. /IB y Cfi jl <4B; demostrar que A^BD = A^BC. 
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( 1 T) 

(19) 

( 20 ) 


<-> <-> <-> <-> _ _ 

Si DA 1 AB, CB x AB y AD ~ BC, demostrar que: 

A ABD = A ABC. 

<-> <-> <-> <^> 

Si DA x AB, CB x AB y AC — ZD; demostrar que: 

A ABD - A ABC. 

<-> <—> <—> 

Si DA X AB, CB x AB y A 1 = A 2; demostrar que: 

A\ABD - A ABC. 

<->: <-> <-> <-> _ _ 

Si Z?j4 x AB, CB X /4B, /1C = BD y AC — AD; demostrar que: 

A ABD — &ABC. 
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■ , AT6N (nacido el 428 a. d. C.] En la Academia, 
jgar donde impartid sus ensenanzas, se podia 
*er la siguiente inscription: NADIE ENTRE QUE 
k IO SEPA GEOMETRIA. Platon sostiene en el Ti- 
^eo que Dios dio a todas las cosai la mayor per¬ 


fection posibie componiendo sus elementos (fuego, 
tierra, aire y agua) por medio de tos euerpos geo- 
metricos mas perfectos: tetraedro, octaedro, ico- 
saedro y cu bo. Platon contemplo la Geometric 
mis con ojos de poeta que con mi rad a cientifica. 


7 


Poltgonos 


94 DK* INICIONE& .Sr llama poligono a la portion, de piano limit ada 
por una curi'a crrrada, Uarnada tinea poUgOTUtl, 

El poligono es convexo . , cuando esta fomriado por una poll- 

gonal convexa y os concavo . si esta formado por una poligo- 

nal concava. 

Los lados y vertices de la poligonal son los lados y vertices del poligono. 

7 ° de un poligono, son los formados por cada 

dos lados consecutivos. 
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o io\ de un poligono son los angulos adyacentes 
a los interiores, obtcnidos prolongando los lades en un niismo sentido. 



En la ' tenemos: 





Angulos 

exlcrnos: 


16 16 

Los lados del poi 1 ' 
no son los lados de la jx> 
ligonal: AH, BCCD. etc. 

El numero de lados 
del poligono es igual ai 
numero de vertices y de 
angulos. La linea poligo- 
nal que limita al poligono 
se llama contomo. 

de un poligono es 
la longitud de su contomo, 
es decir, la suma de sus 
lados. En la fv ; 


Z DEF 
/_EFA 
l FAB 


Angulos 

intemos: 


Z ABC 
l BCD 
Z (DE 


Peri metre = AB + BC + CD -f DE A- EF -|_ FA. 


Poligono regular es el que tiene todos sus lados y angulos iguales, 

es decir que es equilatero y equiangulo. 

De acuerdo con el numero de lados, los poligonos reciben nombres espe- 
ciales. El poligono de menor numero de lados es el triangulo. 
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N“ de lados 

Nombre 

tres . . 

. . , . tridngulo 

cuat.ro ., . . 

. .. . cuadrilatero 

cinco ......... 

. . , . pentdgono 

s&is .. 

. . . hexdgono 

siete .. 

. . . . eptdgono 

echo . 

. . . act ago no 

nueve .. 

. . „ . cnedgono 

diet .. 

deragono 

once . 

. .. endeedgono 

dace .. • 

. . dodeedgono 

quince ...*-*** 

. . . pentedecdgon 


Los poligonos de 13, 14, 16, 17, 18, 
19, etc. lados, no tienen nombre especial. 



95. DIAGONAL. Se 


llama diagonal al segmen- 
to determinado por dos 
vertices no consecutivos. 

En la i ra tv> los 
segmentos AC y BD son 
diagonales 

96. TEOREMA 24. 
“La suma de los angulos in- 
leriorcs (Sj) dc un poligono 
convexo es igual a taiuas 
voces dos angulos rectos, 
corao tados menos dos ticne cl 


D 



Fig. 69 

poligono". 


f Z A /_B, 1C, etc., son 

los angulos interiores de un poligono 
convexo de n lados, 

tests; 

Sj — Z A -f- /_B — 2 B (n 2). 

Construction auxiliar . Desde un 
vertice cualquiera, tracemos todas las 
diagonales que parten de ese vertice. 
El poligono quedara descompuesto en 
n~2 triangulos. 


Fig. l .Hi 




















76 


GEOMETRIA PLANA Y DEL ESPACIO 

t>emost»aci6n: La suma de los angulos interiores de los n — 2 triangu- 
Jos es iguai a la suma de los angulos interiores del poligono. 

La suma de los angulos interiores de cada triangulo vale dos rectos, 
es decir 2/1, 

Como el numero de triangulos en que se ha descompuesto el poligono 
de n lados es n — 2, resulta: 

Si = Suma de los angulos interiores del poligono — 2 R {n — 2). 
Aplicando la formula al poligono de la :igura tenemos: 

Si = 2/1(6 — 2) = m. 

97. VALOR DE UN ANGULO INTERIOR DE UN POLIGONO REGU¬ 
LAR. Como el poligono regular tiene todos sus angulos interiores iguales, 
el valor de uno de ellos lo hallaremos dividiendo la suma entre el nume- 
ro “n” de angulos. 

i= $ 

n ' 

Y como Si~2fi(n'—2), resulta: 

. 2R (*—.2) 

i = --—— 

n 

98. TEOREMA 2*5. ‘La .suma de los angulos exteriores (S ( .) de todo 
poligono convexo es iguai a cuatro angulos rectos” (Fig. 91) 

hipotesis: /l, z2, etc, son 

los angulos exteriores de un poligono 
convexo de n lados. 

tests : S e =/ 14/24- • — 4R. 

dj.mostiiacion: El angulo exte¬ 
rior y el angulo interior en cada ver- 
tice, suman dos rectos por ser adyacen- 
tes. Multiplicando este valor por el 
numero de vertices “n”, tendremos la 
suma de todos los angulos interiores, 
mas la suma de todos los angulos ex- 
S l s* 91 teriores, es decir: 

St + Si = W-jii 

de donde S e = 2R n — St; (1) 

pero: Si — 2R{n — 2). (2) 

Sustituyendo (2) en (t), tenemos: 

S« = 2 Rn — 2R(n — 2); 

S e = 2 Rn — 2 Rn -f 4 R; S e = 4/?. 





POUGONOS rt 

99. VAF.OR DE UN ANGULO EXTERIOR 1>E UN POLIGONO RE¬ 
GULAR. Como todos los angulos interiores de un ]x>ligona regular son. igua- 
les, los exteriores tambien lo seran, Para hallar el valor de u e" de un angulo 
exterior, dividiremos la suma de todos ellos entre el numero de angulos que 
hay. Es decir; 

£ = Se 
n 

y como S,. — 4if, resulta: 

4 R 

n 


e~ 


100 . TEOREMA 26. “El numero de diagonal** que pueden trazarsc desde 
un vcrlice es igual* al numero de lados men os trcs”. 

hii’ 6'1 r,v: ABC es un poligono de n lados; d = numero de diagona¬ 
ls desde un vertice. 

tesis: d = rt—3. 

demo*- k \ : Si desde un vertice cualquiera se trazan todas las dia¬ 

gonals jtosibles, siempre habra tres vertices a los cuales no se puede trazar 
diagonal: el vertice desde el cual se trazan y los dos vertices contiguos. 

Como el numero de vertices es igual al numero de lados n, resulta: 

d = n — 3. 

Aplicando la formula al pentagon*) de la figure > resulta; d = numero 
de diagonales desde un vertice = 5 — 3 = 2. 




92 Fxg. 93 

101. TEOREMA 27. Si n es el numero de lados del poligono, el numero 
total de diagonales D, que pueden trazarse desde todos los vertices, csta dada 

por la formula D — 
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HiForiisis: 


tesis; 


ABC • ■ - es un poligono de n lados. 
D ~ mimero total de diagonales. 

n{n — 3) 


D- 


2 


demostkatton: Dcsde un vert ice pueden trazarse n —3 diagonales. 
Como hay n vertices, el mimero de diagonales sera n(n — 3). Pero como 
cada diagonal uno dos vertices, de esta manera hemos contado doble mimero 
de diagonales. Luego: 

n(n-3) 


; Aplicando ta formula al pentagono de la tendremos: 

5(5-3) = 

2 

102, TEOREMA 28. “Dos puligonos son iguales si pucdm descomponcrsr 
en igual niimcro tie triangulos respect! vamenfr iguales y dispucsios del rmismo modo ’. 



A B A B‘ 

« 

Fiff* 94-A ' Fig. 94-B 

t ? - ABCDh y A'B'C'D'E' son dos jmligonos tales que; 

A ABC = A A'B'C’ ; 

A ACD - AA'C'D'; 

A ADE = A A'D'E'. 

tests: ABCDE - A'B'C'D'E 

Siendo resjrectivamente iguales los triangulos en que han 
quedado descompuestos ambos jvoligorios, resulta: 
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I jf>r ser lados de trifulgU'los iguales. 


j>or oponerse a I ad os iguales en trumguios iguaies. 


por '-Limas de angulos respeclivameiite igiiales, 

Por tnnto: ABCDE — A' B'C D'E r j>or tener iados y angulos respectivamente 
iguales, 

101 RECIPKQCQ. “Si dos poligonos son iguales, sc pucden descomponer 
en iguaJ numero de triangulos respectivamcnte iguales c igualniente dispueslos”. 

EJERCICIOS 

(t) Hallar la suma de los angulos interiores de un cuadrado, R.: -J6Q° - 
(2) Hallar la suma de los angulos interiores de un octagono. R 11)80°. 
{3) Hallar la suma de los angulos interiores de un pentagono. R 540 IJ - 
f 4) ^Cual es el poligono cuya suma de angulos interiores vale 540° ? 

R Pentagono. 

(5) j-Cual es el poligono cuya suma de angulos interiores vale 1260°? 

R Eneagono. 

{ft) ^Cual es el j»oligono cuya suma de angulos interiores vale 1800° ? 

R,: Dodecagono- 

f 7) Hallar el valor de un angulo interior de un hexagono regular, 

R-: 120°. 

(8) Hallar el valor de un angulo interior de un dodecagono regular, 

/?.: 150°. 

(9) Hallar el valor de un angulo interior de un decagono regular. 

R.: 144°. 

(10) Determinar cual es el poligono regular cuyo angulo interior vale 60°. 

R Triangulo- 

(11) Determinar cual es el poligono regular cuyo angulo interior vale 90°, 

R Cuadrado - 


AB = A’ff \ 

BC —~WU I 

CD — C r D ) \ 

= WW t 

EA - E'A'. / 

Ademas: LB ~ LB* j 

LE - lE' l 

Tambien: 

LA = / A' } 
LC = LC v 

LD= LW ( 


80 


20 lados. 


GEOlf STRIA PLANA Y DEL ESPACIO 

* 

Determinar el poligono regular cuyo angulo interior vale 135°, 

R.: Octagono. 

>' 1 > > Hallar la suma de fos angulos exteriores de un eptagono. ft: 360°. 
I ' Hallar el valor de un angulo exterior de un octagono regular, 

ft; 46°. 

Hallar el valor de un angulo exterior de un decagono regular. 

ft; 36°. 

1 Hi) Hallar el valor de un angulo exterior de un poligono regular de 

ft: 18 °. 

ill'" i iCnal es el poligono regular cuyo angulo exterior vale 120°? 

R,; Triangulo. 

•18. Determinar cual es el poligono regular cuyo angulo exterior 

R,: Hexagon©. 


vale 60°. 

'Hi' Determinar cual es el poligono regular cuyo angulo exterior 
vale 90°. ft: Cuadrado. 

LiU) Calcular el niimero de diagonales que se pueden trazar desde un 
vertice de un pentagono. ft; 

211 Calcular el niimero de diagonales que se pueden trazar desde un 
vertice de un octagono. 2?..- 5, 

1 22 Calcular el niimero de diagonales que se pueden trazar desde un 
vertice de un decagono. ft: ri 

■ 2 ) ,;Cual es el poligono en el que se pueden trazar tres diagonales, 
desde un vertice? ft: Hexagon©. 

(24) ^Cual es el poligono en el que se pueden trazar seis diagonales. 
desde un vertice? ft; Eneagono. 

( ^Cual es el ]X>ligono en el cual se pueden trazar nueve diagonales, 
desde un vertice? ft: Do decagono. 

• 2(> Calcular el niimero total de diagonales que se pueden trazar en 
un octagono. ft/ 20. 

(27 Calcular el niimero total de diagonales que se pueden trazar en 
un decagono. ft; 3 \ 

(28) Calcular el niimero total de diagonales que se pueden trazar en 
un poligono de 20 lados. ft: 170, 

! 29 ) ^Cual es el poligono en el cual se pueden trazar 14 diagonales 

en total? ft: Dplngono, 

i 30) ([Cual es el poligono en el cual se pueden trazar 20 diagonales 

en total? ft; Octagono 



HIPOCRATES DE QUlO {nacidfo el 450 a. d. C.) 
: ue primeromente comerciante. Aparece en Ate- 
^05 hacia el afio 430 para reivindkar ciertos de- 
'•echos, donde funda poco despues una eseuela 
de Geometric). Echo las bases del metodo de «re- 


duccrdn», o sea «1ransformar on problema en 
otro ya resuelto», Inicio el uso de las letras en las 
figures de Geometria. La Geometria dejo de ser 
con el una tecnica, para tomar el rango de scien¬ 
ce deductfva», que habits de culminar en Eudides. 
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Cuadrilateros 


104- ( l ADRiLATERO. Es el poligono de cuatro lados. 

10 »* LADOS OPULSTOS. Son los que no tienen niiigun vertice comun. 
En la , AB y CD; AD y BC son pares de lados opuestos. 

106- LADOS CONSECUTTVOS- Son los que tienen un vertice comun. 

En la I'l'iura ■ \ 

~AB y BC; CD y DA; 

BC y CD; DA y AB; 

son pares de lados consecutivos. 
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107. VERTICES Y ANGULOS OPUESTOS. Vertices opuestos son los 
que no pertenecen a un mismo lado. Angulos opuestos son los que tienen 
vertices opuestos. 

En la 1 . A y C, B y D son pares de vertices opuestos. 

108. SUMA DE ANGULOS IN TEH 10 RES. u La mm& de hs dngulos 
interhres de un niadriititero vole 4 dngufos rectos". 

uemostkacion: La suma de los angulos interiores de un poligono 
cualquiera es- Sj — 2ft (n — 2) (1) ; 

En este caso observamos que: n — 4 (2 >. 

Sustituyendo (2) en (1 ), tenemos: S f = 2R(4 — 2) =4 R. 

100. DIAGONALES DESDE UN VEHTICE. “Desde un eertice de un 
cuadrihitero solo se puede 1 razor ima diagonal", 

En efecto: el numero de diagonales desde un vertice. en un j>oligono, 
esta dado por la formula: 

d — n — 3 ft). 

En este caso: 

n — 4 (2). 

Sustituyendo (2) en (1): 

d —4 —3= 1. 

110. NUMERO TO¬ 
TAL DE DIAGONALES. 

U EI numero total de dia¬ 
gonal es que se pueden tra¬ 
zor en un cuadrildtero. es 2 } \ 

En efecto: el numero total 
la formula: 

D = 

Co-mo se trata de un cuadrilatero. tenemos: n = 4. (2) 

Sustituyendo (2) en 1), tenemos: 

4(4“ 3)_4(1)_ 4 _ 

u — 2 ■“ 2 — 2 

111, CLASIFIGACION DE LOS CUADRILATEROS. Los cuadrilateros 
se clasifican atendiendo al paralelismo de los lados opuestos. 

Si los lados opuestos son paralelos dos a dos la figura se llama pared do¬ 
gmata (Fig. 96) 

~AB\\75D y AD\\ BC. 



B 


de diagonales de un poligono esta dado por 

nln- 3 ) (1) 






cuadrilateros 


S3 


e 



Cuando solo hay paralelismo en un par de lados opuestos. Ia figura se 

llama trapecio (Fig. 97 ). 



Cuando no existe paralelismo alguno. la figura se llama irapezm >■ 

(Fig. mi 

AB y CD no son paralelos. AD y BC no son paralelos. 

112 CLASIFICACION DE LOS FARALFJLOG RAMOS 

1) Rectangulo Tiene los cuatno angulos iguales y los lados con- 
tiguos desiguales Fig. ' 

IA=IB=IC=£D; ~AB^~BC. 

2) C uadrado Tiene los cuatro angulos iguales y los cuatro lados 
iguales (Fig 

LA= IB= 1C — ID-, AB — W? = CD = DA. 











a+ 


CiEOMETKIA PLANA \ DEI. ESPACIO 


i) Kmuboide . Tiene I os lados v 

les CKk. ^-J>. 


lus angulos conUgiios destgua- 


LA^= l B- 

Y ] Rom bo. Tiene los c uatro lados 
gualcs 


AB =*= BC. 

iguales v los angulos continues desL 



Fijj t 99*1 Fig, 99-2 Kiu 99-3 Fig, 99-4 

11% CLASIF1CACI0N Y EL1LVLENT0S DE LOS TRAPECIOS. Los 
Irapecios so clasifican on • ertonuuio y \rni.t\->u ^ 

Los rectangulos son los que tienen dos angulos rectos. Se 11aman isosceles 
si los lados no j&ralelos son iguides. Escalenos son los que no sun rectangulos 
ni isosceles. 



irmailo: Los lados paralelos se daman y como son desiguales 

una es la base mayor y otra la base menor. 

La distancia entre las bases, o sea, la perpendicular comun, es la ' :!uni 
del trapecio. 

El segmento que une los puntos medios de los lados no paralelos se 
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llama media y tiene 
la importante propiedad 
de que es igual a la semi- 
suitla de las bases. Tam- 
bien se le suele Ilamar a- 
ralela media, (Fig, 99-D). 

AB = base mayor; 

DC — base menor; 

DE — Altiira; 

MN ~ base media. 

f 14. CLASIF1CACI0N DE 1.05 TRAPEZOIDES. Ix>s trapezoides se 

clasifican en \iwvtrirt y -adnii-triim. 

I os simetricos tienen dos pares de lados consecutivos iguales pero el 
primer par de lados consecutivos iguales es diferente del segundo, Los asi- 
inetricos son los que no son simetricos. 

En los trapezoides simetricos las diagonales son perpendiculares y la 
que une los vertices donde concurren los lados iguales es bisectriz de los 
iingulos y eje de simetria de la figure. 


C L A DR1.LATE R( )8 



Fig 99-D 




Sinudrico 

Fig. 99-F, 


AsimMrico 
Fig. 99-F 
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115. PROPIEDADES DE LOS PARALELOGRAMOS: 

1 - J'odo pt/ralelogramo tiene iguales sus lad os opuestos. 

2. Todo paralclogramo tiene iguales sus angulos opuestos. 

3- Dos an git (os comecuiwos de un paralelograrno son su piemen tar ios . 

4- Kn todo paralelograrno las diagonal#* se dividen mutumnente en 
partes iguales. 

Todas estas propiedades son faciles de demostrar. 

Propiedades particulare* del rcctangulo: 

Vn fingulo inter-‘or de un rectdrtgulo vale un dngulo recto. En efec- 
to: siendo todos los angulos iguales,el valor de un angulo interior sera: 

~ = lR - 
4 

■ti an gulo c.i tenor de un rcctangulo vale un fingulo recto. En efecto? 
si la srnna de los angulos exteriores es 360° y en el rectangulo los cuatro 
angulos son iguales, resulta que rada uno valdra: 


4 ft 


= Ui. 


- Las Jii.'gnnah's de un rectangulo sun iguales. Se demuestra jior igual~ 
dad de triangulos. 

Propiedades particulares del rombo: 

1* Las di agonal es del rombo son perpendicu lares. 

2. Las du/gonales del rombo son bisectrices de ios angulos cuyos ver¬ 
tices unen- 


Propiedades particulares del cuadrado: 

]. Los angulos del cuadrado son rectos. 

2- Cadet dngulo exte¬ 
rior del cuadrado uale un 
t'mgulo recto. 

3. Las (diagonale$ del 
cuadrado son iguales. 

4 Ists dkigonales del 
cuadrado son perpendicu- 
lares. 

5. Las di agonal es del 
cuadrado son bisectrices de Fig, 100 

los dngulos cuyos vertices unen. 

Observation- Estas propiedades permiten la construccidn de pnralelo- 
gramos on una gran cantidad de casos. 
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* 

11 fi - TEOREMA 29 . “Todo paralelogramo dene iguales sus lades opuestos” . 
= ilivvri^Ls: ABCD ig. ;• es un paralelogramo. 

tejis: AB = CD; BC = AD. 

Construction auxiliar . Se traza la diag onal AC y se fenrman los tridngu- 
los A ABC y A ADC que tienen el lado AC comun. 

oemostracion: 

En el A ABC y A ACD, tenemos: 

AC — AC do coniiiM. 

j £i = /4 Alt-*;-!f ' entro AB ! CO. 

am ien. ^3 AlCi itn-. inferno-; eniro AD "\ B(. ■ 

For tanto: AB — CD ) 

_ _ > Per nponersi 1 a uigulos iguales en trianguJos iguales. 

y BC = AD t 

117- RECIPROCO. “Si cada par de lados opuestos de un cuadrilatero son 
iguales, tambien son paraldos y d cuadrilatero es un paralelogramo’ 1 . 



rign n>t 


hipotesis: 

En el cuadrilatero ABCD 
/■'igora J se verifies: 
AB-DC; A£)=:BC. 

tesis: _ _ 

AB || DC; AD || BC. 

Construccidn auxiliar. 
Se traza la diagonal AC 
formandose los triangulos: 
A ABC y AADC . 


oemostracion: 

En los A ABC y A ADC- 

AB = DC 
AD-BC 


AC = AC 

Luego: A ABC = A ADC 

Por tanto: Z 1 = Z 2 ( 

y Z 3 = Z4 j 

Por tanto: AB jj DC \ 

y AD || BC / 

ABC es un paralelogramo. 


K ; 

Idrntidad. 

Por .tener $us ires lados iguales. 

Por angulos opuestos a lados iguales en 

*i in n Sf - igiu V-, 

Por formal' angulos aI’temgs-internos igua¬ 
les con la diagonal AC. 

Por dp fin ic ion. 
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ejercicios 

Construir un cuadrado de 5 cm de lado, trazar sus diagonales v 
com probar. por medicion. que mn iguales y perpendiculars, quo se divideu 
mutuamente on paries iguales y quo son bisectrices do los angulos cuyos 
vortices unen. 

Construir un romboide de lados 6 cm y 3 cm fonnando un angulo 
de 120 . Com probar. por medicion, que sus Indus opuestos v sus angulos 
opuestos son iguales y que las diagonales so divideu mutuamente en par 
tes iguales. 

Construir un rombo cuyo la do mid a fi cm y tonga un angulo agudo 
de 60 , Com pro bar, }>or medicion. que las diagonales son pe rj >ei id ic u la res, so 
divideu mutuamente en partes iguales v son bisectrices do los angulos cuyos 
vertices unen. 

Construir un rectangulo de lados 4 cm y 3 cm y trazar sus diago¬ 
nales. ,jLas diagonales son iguales? ^Las diagonales son per pendicu tares? <;La- 
diagonales se dividen mutuamente on partes iguales? r ;Las diagonales son bisec 
trices de los angulos cuyos vertices unen? Averiguarlo por medicion. 

Construir un cuadrado euva diagonal mid a 5 cm. 

Construir un rombo cuyas diagonales midan 8 cm y 4 cm. 

Construir un rectangulo quo tonga un lado que mida 7 cm y una 
diagonal que mida 9 cm. 

Construir un rombo que tenga uri lado que mida 3 cm y una 
diagonal que mida 8 cm. 

Un angulo de un romboide mide 3(i c ', ^Cuanto mide cada uno de 
los otros tres? fi . yfi° 144° 144° 

! - ‘ 1 1 Construir un trajjecio cuyas bases midan 10 cm y 6 cm. Trazar la 
paralela o base media v com probar, jior medicion, que su longitud rs igual 
a la semi sum a de las bases. 

; } 1 Construir un trapecio rectangulo cuyas bases midan 12 cm v 8 cm 
v la akura o cm. Trazar la base media v com probar, por medicion, que es 
igual a la semisuma de las bases, 

Averiguar que figure se obtiene al unir los pernios rnedios de los 
lados de un rectangulo. 

Averiguar que figure se obtiene al unir los [juntos medios de los 
lados dc un cuadrado. 

{14 ' un angulo agudo de un trapecio isosceles mide 50° ,cuanto 
miden cada uno de los otros tres angulos? H >0' , HO” t 1 30° 

Construir un trapezoide simetrico cuyas diagonales midan 10 mi 
y t> cm, y uno de los lados mida 4 cm. 









AVsSS 

*; s /vW(ue.)U Jg 

x I _ r“— 


rUCUDCS. Primero en la Edad de Oro de la Geo- 
iw*io griega (365-275 a. d. C.) Alejandna se eon- 
• i -13 gracias a los Ptolomeos, en la capital cien- 
- co del mundo griego. El Museo paso a ser un 
docente, y fue el precursor de nuestras ac¬ 


tuates Universidades. Alii desde el 323 a. d. C. 
Euclides ocupo la Cdtedra de Matemdticas, afio en 
que muri 6 Alejandro Magno, Sus Elementos fueron 
el punto de partida hasta llegar al siglo XVIII en 
el que hace su aparicion la Geometria Analitica. 


Q 


Segmentos proportionates 


US UEPASO DE LAS PKOPIEDADES DE 1.AS PKOPOHCIONES 

n Soda proportion, fa suma o difcrencia de los antecedent#!, as a la suma 
liferemia da los conaccuctttcs conio coda antecedent? cs a su (-onset uenta 


a 

b V 


tambien 


a ± a' _ a o' 

b^V ~ b “ V 


“En toda pro[»orcidn la suma o difcrencia del antecedent e y consecuente 
de la prim era razon cs a su antecedents c> consecuente. como la suma o dife- 
rencia del antecedente y consecuente de la segunda razon es a su antecederite 
o consecuente”, 

a a' , ., a ± b a ± b' a ± b a' ± b’ 

b b' a a J b b 
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“Eri una proportion el producto de los medios es igual al producto de 
los extremes”. 

€L C 

Si T = -j tambien es ad — be. 
b a 

"Eli una pro] xi re ion un medio es igual al producto de los extremos dividido 
entre el otro medio” y “un extreme es igual al producto de los medios divi¬ 
dido entre el otro extremo”. 

c - a _ c be , ad ad , be 

b d d c b ’ a 

IJ9 ( UAIVI’A PROPORCIONAJ Se llama cuarta jircjxircional de tres 
canlidades a, b y e, a un valor x. que cum pie la condition: 

a _ c 

b ~ x 

120 TERCERA PROPORCIONAI Se llama tereera profx>rrional a dos 
canlidades a y b. a un valor x. que cumpia la condition: 

a _ b 

b ” x 

121. MEDIA PROPOK1 IONAL. Se llama media proporcional a dos 
canlidades. a y b. a un valor x que’cumpia la condicion: 

a _ x 

x b 


nes iguales: 


J 22. SEE If DR HAZONES KM ALES. l>ada una serie de razo- 

a _ b c d 

V W ~~~ IF ~ . 

Se cumple que: la suraa de todos los antecedent's es a la suma de 
lodos los consecuentes, como un antecedente cualquiera es a su consecuente: 
a + & c* + if + * * - * *_ a _ b c d 

FT -f TT+l?~+~d r + .^ 


a 


b' 


d: 


123. RAZON DE DOS SEG MENTOS. E.a ej cociente de sus medidas 
con la misma unidad. 


Sean los segmentos AB y CD ■ 'i y sea u la unidad de medida. 
Si AB = 5 u. el numero 5 es la medida de AS con la unidad u. 


At I I-1 . IS 


C 1—1-1-1-1-1-I-1 


ns in: 
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Si CD — 7 u, e 1 numero 7 es la medida de CD con la unidad u 


v 


_ __ aB 

La razdn de AB a CD es — 

CD 


CD 


la razdn de CD a AB es- — 

AB 


5 

7 

7 

5 


La razon de dos segmentos es independiente de la unidad que se adopte 
para medirlos, con tal que se use la misma unidad para ambos. 

La razon puede ser un numero entero o fraccionario y en estos dos casos 
se dice que los dos segmentos son conmensurables entre si. 

Si la razon es un numero irrational entonces los dos segnientos son in- 
conmensurables entre si. 


Baz.on invi rs<: La razon 
, AB 5 

zon , y viceversa, 

CD 7 


CD 

AB 


7 

5 


se dice que es 


inversa de la ra- 


124. SEGMENTOS PHOPORCIONALES. Si a los segmentos a y b, co¬ 
rrespond en los segmentos a‘ y b\ de tal manera que: 

a _ d 

b~ V' 

se dice que son proportionates. 

125. DJV1DIR UN SEG MEN TO EN OTROS DOS QUE ESTEN EN 
UNA RAZON DAD A 


2 P 1 




5 


- B 


Fit:- 103 


Sea AB el segmento que se quiere dividir en una razon dada. 

jior ejemplo, %. Dividimos el segmento AB en 2^-5 — 7 partes iguales y 

^ ■ ■ _ 

vemos que el punto P. lo divide en dos |>artes: AP y PH, tales que: 

PB ~ 5 


0 ) 


^Existira otro punto P' que divida el segmento AB en la misma razdn - ? 










9L* 


GEQMETR1A PLANA Y DEI. ESP AGIO 
Kn case afirmativo se cumpJiria 

AP' 2 

WB~ 5 (J > 

Comparando ( 1 ) y (:: j . tenemos: 


2 - 5 ? 

pb~' fb' 

A plica n do la pro pied ad de la suma de antecedentes y conseeuentes, on (\ \ 
y r2), tenemos; 



AP + PB 

2 + 5 

AP + PB 

7 

(3) 


~AP 

- 2 1 

.AP 

~ 2’ 


AP* + P'B 

2 + 5 

AP* -4- P'B 7 


y 

AP' 

= 2 ’ 

AP' 

2 

(4) 

Comparando 

y . , tenemos; 






AP + PR 

AP*+ WB 





AP 

AP* 


(?) 

Pero; 

& 

AP 4 PB = 

AP' + P'B - AB. 


(fij 

Sustituyendo 

(fi) en (+, 

tenemos; 

AB 

AM 





AP 

AP* 





# 

■ 4 

AP = ■ 

AP AP 


AB 



Esta igualdad nos dice 
que P y P* coincident es 
decir ( que son ei mismo 
punto. Por tanto solo exis 
te un punto que divide AB 

en la raz6n 

5 

12<>. TEOREMA io. 

“Si varia-, paralelas > deter¬ 
minant segmemos iguales en 
una de dc-, transversales, 
deterininaran lainbicn seg- 
menlos iguales en ta oira 
transversal” Ft si 104 i. 
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hxp6t£sis : 

<-> <-> <—> <-> r __ _ 

A A' BB' j! CC | DD f ; t y t' son dos transversales v AB = BC — CL). 

tksis ; ~A r W = "WO == (FTP. 


<—? <-> <—> 

onjrfriirodn <tu.r;Har. Tracemos /4M, BA' y CP paralelas a f'. Se fomiaii 
los triangulus ABM. BCN y CDP, que son iguales por tener AB — BC — CD 
j>cr hipdtesis y los angulos marcados del mismo modo por correspondientes. 


DEMO ST SAC EON , 

En los A ABM, A BCN y_A CDP: 

AM = BN CP d ) 

Tambien: 

AM = l^W (2) \ 

WV = ~WC (3) > 

cp - au (4) ) 

Sustituyendo {2 i, (3 j y (4 cn 
f 1 )„ tenemos: 

AW=WC r =OD } 


I-ados homdlogos de triangulos iguales. 


r^idos opuesios de para lei ogra mos . 


Como se (pterin demo stria . 


127. TEQREMA 31. Tf.oukm a of Tales: “Si varias paralelas cortan 


a dos transversales, deter- 
min an en cllas segmentos 
correspon d icntes p n > porcio- 
nalcs” (Fk-. -do). 

IHPOTESIS; 

<-> <-> 

AA f !! BB' \\CC-,tjy 
f transversales; AB y BC 
segmentos correspondientes 
de t y AW y fir* segmen¬ 
tos correspondientes de t*. 


TEil - T==-=S=S-, 

BC B'C 

Comtruccion auxihar. 

Llevemos una unidad cual- 
quiera “u” sobre AB y BC. 
Supongamos que AB la 
contiene m, veces y JSC 
la contiene n veces; enton- 
ces AB = mu y BC = nw. 





T- . 105 
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Tracemos paralelas por los puntos de union de las unidades “n” Los 
segmentos A'B' y B'C quedaran divididos en los segment os u f (iguales al 
teorema anterior) de manera que: A'B r —mu y B’C' — n u'. 


DEMOSTRACtON: 

y 


AB — m u 
BC — n u 


AB_ 

w 


m 

ik 


(D 

( 2 ) 

(3) 


Construccioii ausiliar. 

La razdn de dos segxnentos es el 
cociente de sus medidas eon la mis- 



Analogamente: 

ma unidad. 

A'B = m u' 

(4) 

y B'C * = n u r 

(5) 

. A'B' _ m 

(6) 

B'C n 



, AB _ A'B' 

Com parando ( i) y (b \ : ™ 

(caracter transitive). 

128. OBSERVACION, El teore¬ 
ma que acabamos de demostrar, es al> 
solutamente general, se verifica para 
cualquier numero de paralelas y pa¬ 
ra cualquier posicion de las trans- 
ver sales. Kig. 106) 

<—> <-> <-> <-> <—> <—> 

Si GG' || FF\\EE f || BB' \\CC' || DD\ 


EA 


AB 


BC CD 


E'A’ A’B' B'C C'D' 

El teorema tambien es cierto lo mismo que los segmentos seen cornnen- 
surables o inconmensurables entre si. 

129. TEOREMA 32, “Toda para I el a a un lado de un friangulo divide a 
los otTOs dos iados, eo segmentos propore ion ales’’. 

HiroTRsSts: En el A ABC Fig. 107): MN || AB. 

CN 


TEsm; 


CM 


MA NB 


<-> <—> <> 

Construct ion auxiliar. Por C tracemos RS || MN jj AB. 













































SBGMENTOS PRO PORE!ION ALES 


95 


I> EM O S TIIA CIO IN : 

Como RS jj MN |J AB 


y CA y CB son transversales, tenemos: 

CM _ CN 
MA ~ NB 


Gmstniccidii 


Teorema de Tales 



C 



. Eli el A ABC : = -= 


130. REC1PROCO. “Si una recta al cor tar a dos Jados de un triangulo, 
los divide en segmented proporcionales, dicha recta es paralela a1 tcrcer lado”, 

CM CN 
NB' 

<-> 

AB. 

<—> <->. <—> <-> 

Si no fuera MN \ \ AB, por M podriamos trazar MN* \ \ AB 

y entonces tendriamos: 


TESlSi 


<-> 

MN 


CM _ CN' 

"ma — WW ^ i ■- ■. . i . ■ ■ 


Pero 


CM _CN 

Wa~Nb (2) Por lL 't^ * 


Comparand© (I) y ( 2 ) tenemos: 

VN CN* 

NB ~ ~WB 


Caracter transitive. 


Esto es absurdo, ya que los dos puntos N y N' no pueden dividir a TTB en 


<—> 


la misma razdn, Entonces N y N' coinciden y, MN || AB. 
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1^* COROI-AHIO. "El seamen to que unc los punto-i medium de los ladus 

de un iriangulo, c.s paralelo at tercer lado 
c igual a sit mitad”. 

h i p 6 i • En el A ABC figu 
*)'' ; M y N son los puntos medios 
de AC y BC. 

<—> <-> 

TESIS; MN 11 AB- 



MN- 


AB 


B 


Fig, 109 

.demostragion: 

CM __ j 
MA ” 

CN_ i 

NB~~ 


( Onstrurrmn auxiiiar. Por /V tra- 
<-> <—> 

centos PN \ AC, formandose el A BNP. 


( 1 ) 

(2) 


. ‘ r*‘ 


Comparando 1 1; v tenemos: 

CM__tN 

WA~ NB 


CM — MA [tor ser M el pun to medio poi 

hipolesis, 

t A — NB |Mjr ser N el puuto medio pm 

hip6te>is. 

G) racier t m; isitivo. 


MN 11 AB 

En los A CMN y ANPB: 
LC — l\ t IB = £2 

CN =-.NB 

/. acmn-anpb 

H--J I 

mn=Tb 

Por otra parte: 

MN'=~AP 

y WN—~PB 


Cuaiido ima recta al cor tar dos lados de un 
triangulo los divide en segment os propor¬ 
tionates la recta es | al lerte?’ lado. 

Corn* s pendientes. 

For ser /V pun to medio, 

Por el primer caso (Tkokf.ma 11 G. 

Lado- homo logos de triangulos iguales, 

I^ados opuestus de im paralelogramo. 

1 tarmstrado. 


Sumando: 2MN~AP~\~PB (3) 

y como AP + PB = AB (4) Suma de -egnv.i'O' 

Sustituyendo (4) en (-3): 

_ ~AR 

MN — Guno quenain"-' 


2MN — AB 
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132. TEOREMA 33 
un trionguio; "La biseclriz 
dc un angulo interior de 
un triangulo divide al lado 
opuesto en segmentos pro- 
porcionales a los otros dos 
lad os”. 

IITPOTBSIS: 

En el A ABC, CD es la 
bisectriz del LC y AD y 
DB son los segmentos de- 
T erm mad os por CD* so- 

bre AB '■ i’O 1 10), 

AD AC 

TBS I'-: -= = =-. 

db cb 

Construction auxiliar. 


Pro pied ad de la bisectriz de un angulo interior de 



<-> ■<-> 


Por B tracemos BE \ \ CD y prolonguemos el lado 


AC hast a que corte a BE en E formandose el A BCE. 


dssmostracion: 


En el feABE\ 

AP AC 
DB ~~ CE 


( 1 ) 


Pero: lE= l \ (2) 

Zl = 12 (3) 

Comparando (2) y (3): 

LE- L 2 (4.) 

y como /2 = / 3 {5) 
De (4) y (5)i £E- Z3 


CE = ~UB (6) 


Sustituyendo (6) en (1): 
AD_ AC 
DB~CB 

como se queria demostrar. 


133. PROBLEM A. — 
Dados los Ires lados de un 
triangulo, calcular los seg¬ 
mentos determinados en 
uno de sus lados por 
la bisectriz del angulo 
opuesto (Fig* MO-A . 


<-> <—> 

Por set; ( D BE pm- constrm-vidn. 

Correspondientes; 

Por hipotesis (CD es bisectriz). 

Caracter transitivoj 

Ahem os intemos entre pamlelusj 

Caraoter traiishivo; 

For ser el A BCE isosceles. 
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Sea el A ABC cuyos lados miden a = 27 cm, £=18 cm y c = 35 cm. 
Calcular los segmentos determinados en el lado b por la bisectrix del angulo 
opuesto. 

Por ej teorema anterior; 

ApUcando una propiedad de las propor- 

clones (Art. 118; 

Si; •rituycnP- ; 

Despejando x. 


-h y _ 27 + 35 
y ~ 35 ’ 

18 62 
y — 35’ 

_ 18 X 35 _ 630 _ 315 5 

' ' Y ~ 62 " 62 “ 31 31' 

134. COMPROBACION. 

x + y = b. 

7 fr+ 10 l= 18 - 

135. PROBLEMAS GRAFICOS SOBRE SEGMENTOS PROPORCIO- 
NALES. Dividir un segmirtio in partes proportionates « 'otros segmentos 


x_2 7 
y~ ^ 

. i4'7_27 d* 35 

* * ~ir ~ “27 ; 

Pero x y = b — 18 cm; 

, 18 _ 62 
*■ T”27 ; 

. _ _ 18 X 27 

* 62 ’ 

* ^_ 4 86_ 7 52 _26 

62 “ 62 “ 1 31' 

Analogamente: 

x 


A \- 




f;,> : i 


Sea AB el segmento que se quiene dividir en |>artes pro pore ionales a los seg 
mentos x 7 y, z. 
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A partir de un extremo del segmento AB (Fig. ' , |X)r ejemplo A, 

se traza la semirrecta AC que forma un angulo con AB. Sobre AC y a partir 
de A. se llevan los segmentos consecutivos AM, MTV’, NP, iguales a x, y, z. 

Uftimos el extremo P de z con B y lenemos PB. Try zando paralelas a 

<- > _ 

PB por los puntos M y TV determinamos sobre AB, los segmentos a, b, c, 
que son los segmentos buscados. 

Si se tratara de mas segmentos se precede analogamente. 


5 / 

4 /\ 

\ 

y\ 

^__ 


9/ 

%y\ 

\ 

6/ 


136. DIVIDIR UN SEGMENTO EN PARTES PROPORCIONALES 
A VARIOS NUMEROS. 

Dividir un segmento 

de 6 ems (figura 112)* 

en partes proportionates a 
2, 3 y 4. 

Sobre el extremo A 
del segmento AB que se 
va a dividir se traza la se¬ 
mirrecta AC. Sobre el la 
se llevan 2 + 3 “b 4 — 9 
divisiones iguales cuales 
quiera. Se une el extremo 


D 


8 


Fit - 112 


<—> 


9 de la ultima con B y por 2 y 5, se trazan paralelas a la recta 9B, quedando 
AB dividido en los segmentos AD. DE v EB one son proporcinnales a 2, 3 y 4, 
es decir, se cumple que: ,-, 


AD _ DE 
2 “ 3 
y ademas: 


EB 



AD + DE 4- EB — AB. 

137, HALIAH LA 
CUARTA PROPORCIO- 
NAL A TRES SEGMEN¬ 
TOS DADOS a,bY c (fi¬ 
gura 113.) ■ 

Se traza un angulo cualquiera que llamaremos ABC, y sobre uno 

—y 

desus lados, que puede ser el BC, llevamos consecutivamente los segmen¬ 
tos a y b. 
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Sobre el lado BA llevamos el segmento c. Unimos el extreme de a eon 

el extreme de c y trazando por el extremo de b una paralela a dicho seg- 

■—> 

mento, determinamos sobre BA el segmento x. 

Se cumple que: ^ y x es la cuarta proparcional a los segmentos dados. 

138. HALLAR LA TERCERA PROPORCIONAL A DOS S EG MEN¬ 
TOS DADOS, a Y b (Fig, 114). 



los segmentos a y b. Sobre el lado AB, y a partir de A. se lleva el segmento b. 

Unimos el punto 1 con el punto 2 v tenemos el segmento 1-2. Trazando [K>r 

... —> 

el punto 3, una recta paralela a 1-2, determinamos en AS el segmento x. 


Se cumple: ~ = — y z es la tercera proporcional 




EJEKCICIOS 


Hallar las razones directas e inversas de los segmentos a y b. sabiendo: 


(1 #=18m, b= 24 m. 

(2) « = 6dm, b — H dm. 

(3 « = 25 cm, b — 5 cm. 

(4) o = 3 dm, b = 9 dm. 


it * ~ 

b 

ft. “ = 




b 4 

0.75; - = - 

a j 

0,75; ~=l- 

a 3 

5 ^= 0.2 

li-i 

> * - J 

i a 
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(5'} a ■ 2.5 dm. b ~ 50 cm. 

( 6 ) a — 3 Km, i? = 6 Hm. 

(7) a~5 Hm, b — 3 Dm. 

{ 8 ) a = 4 Dm, b = 8 m. 

(9) a = 6 mm, b = 3 cm. 

( 10 : a —9 cm, £>= 6 dm. 


5* 


R/ ? = 0.6; - — 2. 
o a 

«..• -= 16^; - = ■%:. 

n a b 1 

b a 6 

n a lb ,, 

R.: T = - 7 ; — = 5. 

b 5 a 

R- - = —* - = 6 - 
b 20 9 c 3‘ 


Hallar los dos segmentos sabiendo su suma (5) y su razon (r). 


(11) 5 = 6, r = i. 

(12) 5 = 8, r = |. 
(1.3) 5 = 12, r = |. 

(14) 5 = 36, r = |. 

(15) 5 = 40, r = |. 

5 


/?,: 2 y 4. 
/?.: 3 y 5. 
a* 4 y 8. 
R.i 9 y 27. 
R 15 y 25 


Hallar los dos segmentos sabiendo su diferencia (D) y su razon (r): 


(16) D = 12, r-% R.: 20 y 8. 

£t 

(17) D — 24, r = 5. R.: 30 y 6. 

(18) D=10, r=3. R-: 15 y 5. 

(19) D— 7, r = 2. R.: 14 y 7. 

(20) D= 12, r= 3. 18 y 6. 

Hallar la cuarta proportional a los mimeros a. b y c. 

(21) a = 2, b = 4, c = 8, 7?■- 16. 

(22) a — 3, ^ = 6, c = 9. 18. 

(23) a~ 4, b = 8, 10. fl..- 20. 

(24) a = 5. &=10, C=4. /?.: 8 

(25) «=6, £= 12, c = 3. R.: 6. 

Hallar la tercera proporcional a los mimeros a y b. 

(26) a — 4, b— 16. R r 64. 

(27) a — 2, b—12. R: 72 

(28) a~ 8, b-18. R ; 40.5. 
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(29) a =6, 6=30. R r ; HO. 

(30) a = 5, 6 = 20. R ; so. 

Ha liar la media proportional a los numeros a y b. 

( 31 ) a = 2 , 6 = 4 . R m: 2V2. 

(32) a = 4 ,6 = 6. fi..* 2ya 

(33) a — 4, 6 = 8. R. : ^2. 

(34) *=6,6 = 3. R; 3v ^ 

(35) *=5, *=10. 5\/2. 


Calcular Jos lados de un triangulo sabiendo su perimetro (P) y que 
los lados son proporcionales a los numeros dados. 


(36) P=18 y lados proporcionales a 4, 6, 8, 

(37) P = 36 ” ” ” ”3,4,5, 

(38) P = 84 ” ” ” » 5, 7. 9, 

(39) P=75” ” ” ”3,5,7. 

(40) P = 00 ” ” ” " 1, 3, 5, 


R.: 4, 6, 8. 

/?.; 9, 12, 15. 
R.: 20, 28, 36. 
R.: 15,25,35. 
R.: 10, 30,50. 


Calcular los segmentos determinados por la bisectrix sobre el lado mayor 
de los triangulos cuyos lados a, b y c mi den: 

" (41) 


a — 24, b — 32, c = 40. 

(42) *=20. 6 = 16, c = 12. 

(43) * = 8 , 6=10, c = 6 . 

(44) a— 15. 6 = 10, r = 20. 

(45) o=7 t 6 = 3. c = 5. 


17 I y 22-. 
R.r 8y y 11 l 

Rj y 5 X 

7 J 7 

R.: 8 y 12. 

5 3 

2- v 4 — 

8 Y 8' 


En cada uno de los triangulos siguientes, de lados a . 6 y c, calcular los 
determinados por la bisect riz sobre el lado men or: 


(46) 

ff = 6 , 6 = 10 , 

II 

R . o — 3 ^ 

2 ’ 2 ' 

(47) 

a = 8 , 6 = 12 , 

c= 16. 

/?-■ 3 y, 4 y. 

7* 7 

(48) 

a- 10 , 6 = 16. 

c= 18. 

*, 5 i ♦“ 

5 17 17 

(49) 

a = 6 . 6 = 12 , 

c= 10 . 

P * 2 — 3 ^ 

i r J it- 

(50) 

«= 8 , 6=16. 

r = 18. 

P ■ 4 — 3 

17’ 3 17' 
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(51 ) IjOS lados de uti triangulo miden a - 24, & = 10. c — 18. 

Calcular los segment os determinados por cada bisectriz sobre el 
lado opuesto, 

4 3 2 5 5 12 

R.: Sobre a: 8~, 15^r; sobre b: 4-, sobre c: 5 

Dividir graficamente en j>artes proporcionales a 2. 3 y 5: 

(52) Un segmento de 10 cm. 

(53) Un segmento de 5 pulgadas. 

(. 54) Un segmento de 7.5 cm. 

Hallar graficamente la cuarta proporcional a segmentos que miden: 

( 55 ) 2, 3 y 4 cm. 

(56) 4, 6 y 7 cm. 

( 57 ) 1, 2 y 3 pulgadas. 

Hallar graficamente la tercera proporcional a segmentos que miden: 

(58) 3 y 4 cm. 

(59 ) 4 y 6 cm. 

(60) 2 y 3 pulgadas. 



TRATADO JOBRE 

Haas con/cas 


ARQUIMEDES (287-212 a. d. C.) Fue el mit cienti- 
fico de todos los sabios gnegos. So punto de par' 
tida fue la Naturaleza. Estudio las areas curvili- 
neas y los volumenes de los cuerpos limitados par 
superficies curvas que aplico ai circuto, segmento 


parabolico, segmento esferieo, cilindro, cono, es- 
fera, etc, Eneantro la cuadratura de la parabola. 
El fercer gran matemdtico de la Edad de Oro 
fue APOLONIO de Pergamo, que florecio aproxi- 
madamente media siglo despues de Arquimedes. 



Semejanza de triangulos 


■ ‘K DEFINK ;10N. Dos triangulos son semejantes cuando tienen sus 
angulos respect! vameme iguales y sus lados proporcionales. El signo de 
semejanza es 


ra 


Si lA^lAr IB= is f y lC= LC' y = 
1 > 1 entonces A ABC ~ A A’B'C'. 


BC _ CA 
B'C ' CA* 


Para asegurar la semejanza de dos triangulos no es necesaria la com- 
probation de todas estas condiciones pues, segun veremos mas adelante 
(Art 14f> el hecho de tener algunas, nos determina todas las demas, con las 
diferencias que implique cada caso. 


104 
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140. 1 ADOS HOMOIXXiOS. Son los lados que se oponen a los angulos 
iguales. En la 11 son lados homdlogos: 

IfiyW; BC y WU\ CA y CMT 




141 _ CARACTERES DE LA SEMEJAN7A DE TRIANGULOS.— 

1 t Idemico. Todo triangulo es semejante a si mismo. 

AABC ~ AABC. 

2 ) Reciproeo. Si un triangulo es semejante a otro, este es semejante 
al primero, 

Si AABC A A'B'C' tambien A A'B'C' ~ A ABC, 

.U Trans iti vo. Dos triangulos semejantes a un tercero, son seme 
jantes entre si. 

Si A ABC ~ A A"B"C" y A A'B'C ~ A A"B"C"; 
entonces: A A SC ~ A A 'B'C'. 

142. RAZON DE SEMFJ AN/A - Es la razon de dos lados ho¬ 
mologos . 



Fig 1 Hi 
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Si A ABC ''A A'B'C' , la razon de semejanza es una cualquiera 

de las razones iguales: 


AH BC 


CA 


A'B B’C' CA' 

143. MANERA DE ESTABLECER LA PBOPORCION ALIDAD DE 
LOS I ADOS. 

I ) Determinamos la igualdad de los angulos: 

ZA= l A'; lH= /B'i /£=/€'. 

2") Preparamos las igualdades: 


3 1 ') En la parte superior escribimos los angulos de uno de los triangulos, 
en un orden cualquiera. Por ejemplo, tomando el A ABC, 

LA LB LC 


4') En la parte inferior escribimos los Angulos corresjKjndientes iguales 
a los de la parte superior; 

LA _ LB _ LC 
L A f LB' ~ L & ’ 

5 ) A cada angulo le asociamos su lado opuesto: 

( LA)BC _ {LB)AC _ (LC)AB 
( L A')WC' ~ ( z &)AT 7 ~ (L C'M 7 #' 

(V i Suprimimos los angulos y te- 
nemos la proportion: 


BC 


AC 


AB 


AT' A'B' 



8 


Fib t17 


144. TEOREMA 34. Teorema 

FUNDAMENTAL DE EXISTS NCI A DE TttlAN- 
c;uix>s seme.:antes; "Toda paralda a 
un lado de un triangulo forma con 
los otro-i dos lados un triangulo seme- 
jante al primero" 

lJH'OTESIS: 

En el A ABC. MN |! AB PV. 

n>i-: L\CMN ~ &ABC, 
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('am true cion auxUiar. Por el pun to N, tracemos ND \ \ AC, forman~ 
dose el A BND. 


PEMOSTRACION : 

En los A CMN y A ABC -. 
LC = LC 
lM= LA 
LN = Z B 

Por otra parte: 

CM _ CN 
CA ~C5 


Cornu ri ; 

Correspond ion tes; 
Girrespondiemrs; 

(1) Por ser 'MN‘\ AB (hipotesis). 


Tambien: 

CA _~AD 
CB ~ AB 


(2) Por ser AD \\CA por constructi&n. 


Comparando (1) y (2), tenemos: 


CM CN AD 



Pero: AD — MN 


(3) Caracter transitive. 

(4) ADMN es itn pafaTeiograino. 


Sustituyendo (4) en (3): 

CM _CN__MN_ 

CA ~CB~ AB 

Hemos demostrado: 

LC = LC 

LM ~ LA y 

IN — lb 

ACMA 


CM 

CA 

~ AABC. 


CN_MN 
CB ~ AB 



Fig. 118 
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TEOREMA RECIPRQCO. “Todo triangulo semejante a otro es igual a 
who de I os triangulos que pueden obtenerse irazando una paralela a la base 
de este”. 

145. CASOS DE SEMEJANZA DE TRI AN GUI.OS Dos triangulos 
son semejantes; 

1'-) Si tienen dos dngulos respeel iv amente iguales ( Pig. 118 ;. 

Si IA= LA* y £B=lB'; entonces &ABC ~ AA'B'C. 

2 q ‘) Si tienen dos lados proportionates e igual el ringuh compren 
dido (F% 119). 


C 



AR AC 

Si =- = 4^, y lA-lA'; entonces AABC ~ AA'B'C’: 
A'B' A'C* 

3'0 Si tienen sus tres lados proportionates (Pig- 120). 




Fig. 120 

AB W UA 
A’W ~ ffC ” CM' 1 


entonces IS ABC ~ AA'B'C'. 




















SEMEJANZA DE TRIANGULOS 

14(>. PRIMER CASO, Ieorema 35. "‘Dos (riangulos son 
cuando tiencn dos angulos respectivameme: iguales". 
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semejaiHrs 


C 



C' 



mpoTEsis. (Fig. 121): lA=AA’; lC — lC\ 

tesis A ABC ~ A A'B'C'. 

Construction auxiliar . Tomemcs CF= C'A' y tracemos Ml! AB 
forma ndose el ACM/V. 


DEMOSTPACION: 

En el A CM A y A A'B'C': 

CM — ~CA' 

LC — LC 

L M — i A 
y LA = LA' 

LM—lA’ 

ACM/V = A A'B'C' (!) 

Eero: A ABC ~ ACM/V (2) 

Ccmparando (1 ) y (2), tenemos: 

A ABC ~ A A'B'C 


Por comtruccion; 

Por Hip6teSis; 

, <—■> <-> 

Correspondientes entre MN |J AB^ 

Hipdlr sis; 

Car.-n i er transiti vu; 

Por tener igxmles un lado y los dos 
angnlos adyacentes, 
Frorenia fundamental de existencia. 

Cara cter transitive* 


147. SEGUNIX) CASO. Teorema 36, “Dos triangulos son semejantes 
cuando iicnen dm lados proporcionales e igual el angulo cotnprendido“ 


Hipr .tests (Fir*. 122 : LC— LC*' ~ 

’ AT' &C 1 ' 

A ABC ~ A A'B'C. 

Construction auxMttr, Tomemos CM = Ua' y tracemos MN II AB 
formandose el ACM/V ~ A ABC. 
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En ACMN y A A'B'C'. 

m = ArC‘ 

ic = ic 

En los A ABC y A CMN: 
t AC __ BC 

aw cn 

sustituyendo (1) en (2): 

AC _ BC 
A'C' CN 

AC ~SC 



(1) Gbnstruccidn. 

f ir hipott*>'i«; 


<—> 

^2) V ■ ser A/A ; 1. . IS i«>r. comtrucc«m; 


v 8 


pero; 


A'C' B'C 


(3) 

(4) Hipotesis, 


Gomparando ( 3'l V ( 4): 

BC _ BC 

W ~WU' 


Caracter transitive* 


-—* „vr, - nf/^i 

Desjjeiando CN: CN = —===; - * 


ACMN = A A'B'C 


v coma A ABC 
y ACMN 
result a A ABC 


ACMN 
A A'B'C' 
A A'B'C' 


Per toner dos lades iguales e igual 
el aii^uld eomprendido; 
1 eop'fi • ndentonlal dr existon ; 
Gi racier ideuiico; 

Caracter transitive. 
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148* TERCER CASO. Teorema .17* “Dos triangulos son semejantes cuan- 
do ticnen proporcionales sun ties lados”- 



C r 



B' 


AC 


tesis; 


A f C' 

A ABC ~ A A* fee. 


<—> 


<-> 


Construeci6n auxilwr. Tomemos CM —AC y tracemos MN || .45, 
formando.se /\CMN — A^45C. 


demostraciow : 

AB BC AC 


MN CN CM 


( 1 ) 


Pero: CM — AC (2) 

Sustituyendo en ■ ? . , tenemos: 

AB _ 5C _ 2C 
CN 


A ABC — &CMN por construction. 
Construction. 


MN 

Pero: 

~AB 

AB' 


AC 

BC AC 


(3) 


BC AC 


(4) Por hipikesis. 


Comparando (3’l y (4): 

AS W _ AB _ _ 

MN ~ CN ~~ AB' ~ TFC' 


BC 


Tomando la 1 ;1 y 1? ra zones: 
AB ~AB 


Caracier transi l ivo . 

- 5fei.A 'ft 
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Despejando MN\ MTV = = A ’ B '- 

Tomando la 3 11 y 4 * razones: 

w _ w 

W " Wc 

Despejando CN-. CN = = B^. 


Entonces: M/V “ A'B' 


ctv = B'tr 


y CM = A f C' 

ACM/V s AA'B'C' 
y como A ABC ~ ACM/V 
y ACM/V - AA'B'C' 
resulta AABC ~ AA'B'C' 


Demc?trndo; 

Demosstrado: 

Construction: 

For tener sus tres lados iguales. 
Teorema fundamental; 

Ca meter identico; 

CamcItT 1 ra ft sitiycL 


149i CASOS DE SEMEJANZA DE TRIANGULOS RECTANGULOS. 
Como todos los triangulos rectangulos tienen un angulo igual, el angulo recto, 
los tres casos anteriores se convierten en los siguientes: 

Dos triangulos rectangulos son semejantes, cuando tienen: 

1 ?) Un dngufa agudo igual 1241 

C tr ’,v . XfJS ,nuH 




B" 


Fig. 124 


Si ZB = Z B' entonces A ABC ^ A A'B'C’. 

IA = £A f = tR. 






















SEMEJANZA D£ triangulos 
2 (> ) Los catetos proporcio nales (Fig. 125 
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AB 


AC 


Si ==£- = —enton- 

A'B' A'C 

ces A ABC ~ A A'B'C'. 

LA — lA'-iR. 

3") La hipolenusa y 
un cateto proportionates 

(Fig. 125-A) , 


C* 



e' 


BC 

ire' 


AC 


entonces 



B 


A'C 

A ABC ~ A A'B'C'. FJg m 

150. PROPORCION ALIDAD DR LAS ALTURAS DR DOS TRIANGU¬ 
LOS SEMEJANTES . im-indng 

/antes son proportionates a sus (ados" . 

En efecto: Los triangulos ABD y A'B'D' son semejantes por ser rectangulos 
y tenor un angulo agudo igual (LA — LA'). 


B 



EJERCTCIOS 

<-> <-> 

(1) Si AB j | ED, demostrar que i\ABC ~ A ECD y establecer la pm 
porcionalidad entre los lados homologos. 
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B 



Ejcr. [ 5-jcr. 2 


<-> <-> 

. 2) Si AB || CD, demostrar que A ABE ~ A CED y establecer la pro- 
porcionalidad entre los lados homologos. 

Si CD — dm, EC = 4 m y EB — 12 m; calcular AB. R : AB ■ 9 in. 
<-> <-> 

(3) Si AB 11 DE, demostrar que A ABC ~ A DCE, 

Si AC = 3, AD = 2 y AB — 4; calcular DR. R : DE — 6.67, 

f 4) Si PQ || AB y QR |[ AC- demostrar que A PCQ ~ A RQB y esta 
blecer la pmporcionalidad entre los lados homologos. 


C B E 
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(5) IB = £C 

Demostrar que A ABE ~ A AC I) y es- 
tablecer la proporcionalida d entre los 



<_> <-> <-> <-> 

(6) Si EA ]_ AC y DC ± AC ? demostrar que A ABE ~ A CDB y es- 
tablecer la proportional!dad entre los lados homologos. 

<—> <—> <-> <-> 

(7) Si CA _L AD y AB 1 CD, demostrar que A ABD ~ A ACD y esta- 
blecer la proporcionalidad entre los lados homologos. 
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0 




(8) Si tenemos: 

ZA = H = l2=tR, 

demostrar que /\ABC 
A ACD y establecer la 
proporcionalidad entre los 
lades homologos. 

(9) Si lA=\Ry 

<-> <-> 

AB i CD demostrar -que 
A ABD ~ /\ABC y esta- 
blecer la proporcionalidad, entre los 
lados homologos. 

(10) Si ~AB — 8 m. ~AC = 12 m, 
ED — lijB = 3m, ~AE = 10 m,CD = 
= 5m; demostrar que A ABE ~ A CBD 
y establecer la proporcionalidad entre 
los lados homologos. 


\—> 


t-> 


(11) Si EB |1 CD y AB = 2 pi; 
BC = 18 m j BE — 3 m; cakular CD. 

R.: CD = 30 m. 
<-> <->■ <—> 

(12) AB || ED, AB i 

ED 1 BD; DE — 4 m; CD = 2 m; 
BC — 6 m. Hallar AB. 


<—> 

BD; 


/?.; AB = 12 m. 

(13) Si EB !| CD y ~AB = 9m; 
EB — 6 m y CD — 80 m. 

Calcular BC. 

BC= 111 m. 



(14) Si EB || CD y 

AB — 12 m; EB = 8 m 
y CD — 120 m. 

Calcular BC. 

R.; BC — 168 m. 


Ejcrcs. 13 y H 
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Despues de los grandes geometros griegos de la 
Edad de Ora, la GeometHa es relegada a segundo 
termino y se da mas importance a la Astronomic, 
LA DECADENCIA. A la tzquierda ERATOSTENES 
240 a, d, G) Eibliotecario del Museo de Aleianrfrfa 


y constructor de varios oparatos astronomicos,. 
Dejo el «Mesolabio». En el centro NICOMEDES 
(hacia el 1&0 a. d. C.) Nos dejo la Coneoide, para 
cuya realizacion invent® un aparafo especial. A 
la derecha DIOCLES (siglo 1." a .d. C.) La Cisoide. 



Relaciones metricas 



151 PROYEOCIONES Se llama proyeccion de un punto P sobre una 
recta al pie P f de la perpendicular bajada a la recta, desde el punto. La per¬ 
pendicular se llama pmyectatUe f, 'ur. , 

Si un punto M por ejemplo, esta sobre la recta, su proyeccion M' es el 

mismo punto M. 

Proyeccion de un segmento sobre una recta es el segmento cuyos extremes 
son las proyecciones de los extremos de dicho segmento. 

En la - u estan representadas las proyecciones de un segmento 

sobre una recta, en distintos casos. 

Cuando el segmento es paralelo a la recta, su proyeccion es igual a el. 
Si el segmento es perpendicular a la recta, la proyeccidn es un punto, 
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6E0MFTRIA (BALOOF!) -6. 
















Fig. 127*1 Fig. 127-2 

En la figura estan representadas las proyecciones de los lados AC y BC 
de los triangulos A ABC, sobre el lado AB Las proyeccion.es se expresan de 
la siguiente manera; 

Proyec.^^ AC = AG' Provec. ^ W ~ ~BC' 

15 3. TEOHEMA 38. Si en tin triangulo rectangulo se traza la altura co- 
rrespondiente a la hipotcnusa, sc verificat 

1 °) Los triangulos rcriadgulw resuitantes son seine jam es entre sf y seme- 
j a files a I triangulo dado 

2 ? ) La altura corTespondienlc a la hipotcnusa es media proportional entre 
los segmentos en que divide, a esta. 

3“) La allura correspond ien It* a la hipotcnusa es cuarla proportional entre 
la hipotcnusa y los catetos. 

4”) Cada cateto es medio proportional ailre la hipotcnusa y su proyec- 
cion sobre ell a. 


n 8 GEOMETRIA PLANA Y DEL ESPACIO 

■j: 


Fig* 126 


152 PROYECCIONES DE LOS 

Sean los triangulos ABC 


LADOS 


DE UN TKIANG 
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RELAUIONES METRIC AS EN LOS TRI ANGULOS 

5") La ra/dn dc lov euadradus de lov cateios f, igtial a la ra7on de los seg 
mcntu» que la altura deicrmina en la hipoienusa. 


: 

I-, A ADC - A ABC -, 



HIPotRSIS: Fipi 128 


El A ABC PS rectangulo en /A. AD es la altura correspondiente a la 
hijxitenusa. 


DEMOS'! :■ '-CION l Jk ). 

Comparemos los A ADC y A ABC: 
LD= LA 
LC = LC 

A A ADC^AABC (1) 

En A ABD y AABC 

Id — ia 

LB = LB 

, ‘. A APB — 1 A ABC (2 

Coniparando ; i) y c2u tenemos: 
AADC ~ AADB 

.>iM. • - rr- w 2*) 


Rectos; 

Comun; 

For reetaiigtilos con un an gulp agu- 

do igual. 

Rectos; 

Comun; 

For rectangulos con un angulo agu- 

do igual. 

Carat ter Iransijtjtvo.. 


Escribiendo la proporcionalidad existente entre los lados homologos 
de los triangulos. que segiin la demostracidn anterior son semej antes, 
A ADCS A ABD^ obtenemos que: 
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DEMQSTH VCIQN 3*); 

Pianteando la proporcionalidad entre los lados homdlogos de los triangu- 
las semejantes A ADC y A ABC, tenemos: 


BC 


AB 

AD 


DEMOSTRACION 4 l ): 

Escribiendo la proporcionalidad entre los lados homologos de los triangu- 
los A ADC y A ABC y entre los lados homologos de los triangulos AADB y 

y A ABC, resulta: 


BC _ AC 
AC ~ C& 


sc ab 

AB ~ BD 


DEMOSTRACION 5 ;l ); 

BC _ AC 
AC~CD 

AC* - BC CD 1) 

BC AB 
AB BD 

Afc = ~BCW (2) 


Demostracidn 4 il ; 

Producto de raedios igual a producto de extremes. 
Demostracidn 4**- 

Producto de medios igxtal a producto .de extremes. 


Dividiendo miembro a miembro (1 j y 2), tenemos: 
AC 3 ~BC CD~ 

AB 2 ~ BC BD 

■ AC ? _ CD 
AB 2 ““ W 


Simplificaiido, 


Ci I-. TEOREMA 39. *1 eorema de Pitagohas. 4t En todo triangulo 

rcctangulo el cuadrado de la longitud 
de la hipotenusa es igual a la sums 
de los cuadrados de las longitudes de 
los catetos”. 

HIPOTESIS: = 

A A BC 29) es rectangulo en LA. 

BC = a es la hipotemisa. 

AB = 

AC 





catetos. 
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a 3 = B 2 -f c 2 , 

(kiw'frw'aon auxioc/r. Tracemos 
la altura AD h y correspondiente a la 
hipotenusa. 
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Cada cal eta es media proportio¬ 
nal entre la hipbteniisa v su 
proyeccion sobrc ella. 


(1) 

(2) 


(3) Factor!/undo. 

(4) Sum a de segmehtos 


Elect uarnlo opera clones. 

155. COBOL ARK) 1". ‘F,n todo triangulo rectangulo, la hipotenusa es 
igual a la raiz cuadrada de la suma de los cuadrados de l<*s catetos.”. 

De la igualdad: a 2 = b? + c 2 , 

sacando raiz cuadrada en am bos miembros, 

a — V ^ + t 2 - 

COROLARK) 2". “En todo triangulo rectangulo, cada cateto es igua! 
a la raiz cuadrada del cut 
drado de la bipotenusa, 
men os el cuadrado de! otm 
cateto”. 

De la igualdad: 

a> = fc+c 2 ; 
despejando los catetos: 

—'a 2 —c 2 ; 
c? — d 1 — b 2 ; 

extrayendo raiz cuadrada: 

_ '—-"Y- 

b~\d 2 —C 3 ; 

c = V d 1 — b 2 , F'K I SO 

156. TEOREMA 40. Generait/acion ore Tf.orkm a i>£ Pitagohas 

(CUADRATXi DEL I .ADO OP3UESTO A UN ANGULO AGUDO EN UN TRIANGUIjO). 

“En todo triangulo, el cuadrado del lade opuesto a un angulo agudo es iguai 
a la suma de los cuadrados de los otros dos I ados, men os el doble del product© 
de uno de estos Jados por la proyeccion del otro sobre el 



DEMOSTKACtON: 

a _ b a _ c 

~b~~W y ~c~W 

Despejando los catetos: 
h 2 = a~CD 
c^ — a-DB 

Sumando y (2 tenemos: 

b 2 + c 2 = a • CD n ‘ DB 
b* + <? —a (CD -f DB) 

Pero: CD -j- DB — a 

Sustituyendo 4; en j; 
b 2 -\- c 2 — a (a) 
t^ + c^ — a 2 
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HtroTESis: 

En el AABC 

ei LA < 90 

O 

* 



Proyec.^ b = AD. 




TDS1S: 

d z — b - 4 c- — 2 r ■ 

AD. 



DEiMO^rRACION. 




En el A CDB : 





d z = CD- + DB- 

(1) "IVoJ't ITllJ 

de PitagbrasC 


En el A CDA: 





CD- =b-~ 

— AD- 

(2) Corolario 

del teoremn 

de Pi* 

En el segmento AB: 



tagoras. 

DB = c — 

AD 

(3) Reslii <it- 

segpientos, ; 



Sustituyendo (2) y 3 en {1 ), tenemos; 

a* = ir — AD*+{c— ADy 


De donde; 


a 2 = b 2 — AD 2 + c 2 -— 2 c ■ AD + AD- 
a* = b-+ c-— 2c ' AD 

t57.TEOREMA 41, . : \miAD< < oei. . ■: -r- . l'n \n< 

i n UN tvs i A.vs [iUi.o, * ,: En un triangulo ohtusangulo, cl cuadrado del lado 
apuesto at angulo obtuse, cs igual a la sum a de los cuadrados de l os otros 

dos lados, mas e| dobie del 
C producto de uno de estos 

I ados por la prnyeecion del 
otro sobre el". 

HU’OTIiSIS^; ^ - v . 

Eii el A ABC 
el lA > 90°. 

AD — Proyec. b. 

" TESiS: ' ' 

a 2 = b- + c- + 2 c ■ AD, 



B 


DEMONSTRATION. 

En el A CDB: 


a- = CD ’ 4- DB l 
En el A CD A : 


CD'^h 1 — AD* 


( 1 ) 

( 2 ) 


Teorema de Pitagoras t 

Corolario del teorema de Pi¬ 
ta goras, 
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En el segmento BD: 

DB ~ c + AD (3) Sun in d<“ segineiitos. 

Sustituyendo (2) y (3) en (i), tenemos: 

« 2 = b'-~ AD 2 + (c + ADY- 
De donde: 

fl 2 = & — A& + <? + 2c ~AD + AD 2 

' ' -J- c 2 + 2 c - dD Sim pi ifianulu- 

l r >8. CL A SI FI C A CIO N DE UN TW ANGULO CONOCIENDO LOS 
I HES I , AIK)S * L)el teorema de Pitagoras y de su gerieralizacion, hemos 
visto que: 

Cuando £ A — 1 R: 

a - “ b 2 -f- c 1 . 

Cuando £A < 1 R: 

ft- -(- ,4 . 2 v * A/Ji 

■*- ^ + e. 

Cuando , .4 > 1/fc 

tf 2 — /^ + C -4 2 r • AD- 
a- > -f- c 2 . 

Es decir: “LVj triangulo es recidngufo. acutdngulo u obtusdngulo, cuando cl 
ruad ratio del lado mayor es igual. merior o mayor que la $uma de hs cuadra- 
dos de las otros dos lados ” 

I Jemplos! 

1) Clasificar el triangulo cuyos lados rniden: a — 50 cm, b ~ 40 cm y 
c — 30 cm, 

Cuadrado del lado mayor: a- = 50 2 = 2500. 

Cuadrado de tos otros dos lados: b 2 — 40 2 — 1600 

- 30- ™ OOP 
Sumando: b 2 -j- c 2 = 2500 

Vemos que $e cumple: ** = **+c* El triangulo es rectdngulo- 

2) : Cladficar el triangulo cuyos lados valen a =12 cm, b = 10 cm y 
r = 8 cm. 

Cuadrado del lado mayor: a 2 — 12 2 = 144. 

Cuadrado de los otros dos lados: b 2 = 10 2 = 100 

r 2 = H 2 = 64. 

Suma =164 

Vemos que se cumple: a 2 < b 2 + c 2 Kl tridmgula es acutdngulo 







i2 $ GEOMETRIA PLANA V DEL ESP AC IQ 

Clasificar el triangulo cuyos lados valen a = 50 cm. h — 24 cm v 
c — 10 cm. 

Cuadrado del lado mayor: a 2 = 30 2 = 900. 

Cuadrado de los otros dos lados: b 1 — 24 2 = 576 

^=16* = 256 
Suma = 832 

Vemos que se cumple: a 2 > £* + c 2 El triangulo es obtusanguh 

159 CAIXULO DE LA PROYECCION DE UN LADO SOBRE OTRO. 

De acuerdo con la generalization del teorema de Pitagoras, sabemos que: 

n 2 = fr 3 -j-c 2 -j-2c Proyec. b , 
cuando a se opone a un angulo obtuso. Y 

a 2 = b 2 c 2 — 2c Proyec. b, 
cuando a se opone a un angulo agudo. 

Despejando la proyeccion tenemos: en el primer caso, 

£73 _ fy2 _ 

Proyec. k — - 


y en el segundo caso. 


Proyec. b — 


2c 

b 2 -|- c 1 — a~ 


Analogamente se calcula ia proyeccion de cualquier lado sobre otro. 

160, CALCULO DE LA ALTURA DE UN TRIANGULO EN FUN- 
CION DE LOS LADOS. Sea el A ABC (Fig, 1 30): 

Tenemos: 


De f 2), despejando AD resulta: AD 


CD 2 = b 2 — AD 2 - 

& = & + cAD. 

& + & — 


2c 


De (I ) y (>): CD' 1 ~ b 2 

-( 


( 


b 2 -f- c 2 - G~ 


CD 2 


2 c 

b 1 4- c 2 — cfi 
2 c 

M+2hc+c*^# 




(1) 

( 2 ) 

(3) 

(4) 


)( 


b 1 + c- - & 




h 


2 c 

a 2 — b 2 — c 2 -f- 2 be 


2 c 


(5) 

); ( 6 ) 


L(£ + c) 2 — a 2 ] [ett^ib — cy j 


4 c- 


(?) 


{b c-\~ a ) (b + c — a) (g -f“ b — c) (a — b -f- c) 


4 c 2 


■i (8) 


»T 
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y como + c = 2 p (perimetro), resulta: 

(CD? = (P-fr) (/--c) 

c x * 

*"• CD ~ r V pip — a) ip—b) (p —c). 


( 9 ) 

(1G) 


EjERCJCIGS 


Si a es la hipotenusa y £ y c los catetos de un triangulo rectangulo 


calcular el lado que falta: 

(1) , h — 10 cm, c = 6 cm. 

(2) b — .30 cm, c = 40 cm, 

( 3 ) a = 3-2 m, c = 12 m. 

1 ' ! a — 32 m, c = 20 m. 

(5 J « = 100 Km. 6 = 80 Km. 

Ha Oar la hipotenusa (h) de im 
que el valor del cateto es: 

(6) c ~ 4 m. 

(/) c = 6m, 

(S) c — 15 cm. 

(0) c — 9 cm. 

(10) c=ll cm. 

Hallar la altura ( h ) de un 
lado vale: 


ft.: a. = 2\ 34 cm. 
ft.: a = 50 cm. 

K: b~. 4y~55 
b - 4\ 39 m. 
R,: c --- 60 Km. 

triangulo rectangulo isosceles sabiendo 

R.: k ■— 4v/ 2 m. 
R: h = &~\J2 m. 
ft..- k = 15\/2m. 
R-: h = 9v^ m. 

ft.: h — 11 v'2 m. 

triangulo equilatero sabiendo que el 


(11) / = 12 cm. 
(1 ' / = 8 cm. 

(13 ) l — 4 cm. 

(14) l = 10 m. 

(15) I = 30 m. 


/?.: /z = S\/3 cm, 
/* = 4V3 cm, 
/?.* h — 2\/3 cm, 
R.: h= 5V3 mu 
R.: h = 10v'3 m. 


Hallar la diagonal (d) de un cuadrado cuyo lado vale: 


(10. / = 3m. 

(i 7 . i 5 m 

/ = 15 cm. 
(10) £ = 9cm. 
(20) 1—7 cm. 


R.: d = 3yS*m, 
R.: d = 5v/2m, 
i?..* ^ = 15\/2 m. 
/?.: <f = 9\/2! cm. 
/?„* // = 7\/2cm. 
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Halter la diagonal (d) de un rectangulo sabiendo que los la das a y t> 
miden lo que se indica: 


( 21 ) a = 2m 1 b — 4 m. 

(22) a — 4m, i = 8m, 

(23) o' —t?m, 

(24) o=7m, b — 9m.. 
(25i a = 10 m, ~ 12 m. 


R.: d — 2\/6 m. 
R.: d = 10 m. 

Rd — yGl m - 


R.: d = V130 m. 

R.: d = 2\/61 m. 

( 26 ; Halter los lados de un triangulo rectangulo sabiendo que son nu- 
meros consecutivos. R, : 3 4 y 5 

(27) Hallar los lados de un triangulo rectangulo sabiendo que son nu- 
meros pares consecutivos. R. : 6 , 8 v 10. 

(28) Halter los la- 
dos de un triangulo cua- 
drado sabiendo que se 
diferencian en 4 unidades. 

R.: 12 , 16, 20 . 

(29) La diagonal de 

un euadrado vale S\/2 m. 
Halter el lado del cua dra¬ 
do. R.: 1= 5 m. 

(30) En la figura: 
AE — BD = 30 cm; 
ED = 40 cm. 

Calcular AB, 

R.: AB — lU\/'34. cm. 

Clasificar los triangulos cuyos lados a, b y c, valen: 

(31) a — 5 m, i=4m, c = 2m, 

R.: ObtusanguJo. 

(32) a= 10m, b — 12 m, c = 8 m. 

R.: Acutangulo. 

(3 3: a — 15 cm, b ~ 20 cm, c = 25 cm. 

R,: Rectangulo. 

(34) a = 3 cm, b — 4 cm, c = 2 cm. 

R.: Obtusangulo 

(35) n=lm, - 2 m, c = 3 m. 

_ , R.; Obtusangulo. 

En la figura: 

(36) Si i=r4, y — 9. Calcular h, 

R.: h — 6 . 
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( \7 j Si a = 5, b = X t: = 4. Calcular /?, /?■ 

(3$0 Si « — 10. £> =± 6. Calcular jr. /i..- x 

(39) Si a = tO, c = 8. Calcular y. )' 

(40) Si b = 3. <? = 4. x = 2. Calcular / 












m 

2.4, 
= 3.6. 

= 6.4. 

= 3 





fXACRAMA 

M/sr/co 


tlClOIDE 


a LAS PASCAL (1623-1662). Nino prodigio, mostro su 
□ficion a Ids matematicas desde su mas tierna 
edad. LJego el solo a descubrir 32 de las proposi- 
clones de Euclides, expuesfas en los «Elementos». 
A los 16 aiSos escribio un «Ensayo sobre las co- 


nicas». La notable diferencia de concebir las coni¬ 
cal con respectp a Apolonio de Perga hacen de 
Pascal el iniciador de los metodos de la Geo- 
metria moderna. Hombre mistico, ha pasado a la 
Historia mas bien como literate qve matematko. 



Circunferenaa y drculo 


lfjl. DEF1NICION Circunferencia es el conjunto de tod os los puntos 
de un piano que equidistan de otro pun to llamado centro. La re¬ 

presents una circunferencia de centro 0. 

Los puntos A , S, C, son puntos de la circunferencia y los segmentos: 

OA=W = OC=zr. 

se llaman radios. 

Las circunferencias se denominan por su centro mediante una letra ma- 
yuscula y su radio, Asi, la circunferencia de la es la circunferencia 

O y radio r. 
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162. PUNTOS INTERIORES Y PUNTOS EXTER10RES. Ea circun¬ 
ferencia divide al plana en dos regkmes, una exterior y otra interior. 

QM > r; ON < r; ** OP — r. 



Fig. 132 



Fig* 133 


Los puntos coma M, cuya distancia al cent.ro es mayor que el radio so 
Hainan puntos <■ Ocrr-v. los que como /V, distan del centra nienos que el radio 
se Hainan puntos inter tore y si como en el caso del punto P, su distancia aL cen¬ 
tra es igual at radio, son puntos que pertenecen a la circunferencia 

(6t, CIRC ! TO Es el conjunto de todos los puntos de la circunferen¬ 
cia y de los interiores a la misma ‘ig. 1 j o 
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11>4 CIRCl NFERENt.HAS iG 1 ALES , Son las que tienen radios iguales. 

165. ARCO DE LA CIRCUNFERENCIA. Es una porcion de 
circunferencia. 

El arco AC \ que se represents n AC. 

166. CUERDA. Es el segmento delerminado por dos puntos de la cir¬ 
cunferencia: CD 

De los dos arcos que una cuerda determina en una circunferencia, se 
llama arco correspondiente a la cuerda N , al menor de el los. 

167. 1)1 AM ETRO, Es tod a cuerda que pasa por el centro: AH 
El diametro es igual a la suma de dos radios: 

— AO 4- OB — r + r = 2r. 

168. POSICIONES DE UNA RECTA Y UNA CIRCUNFERENCIA — 

<-> 

Una recta como EF que tiene dos puntos cornunes con la oircun- 

ferencia se dice que es sec ante. 

Si la recta liene un solo punto corm’in con la circunferencia, como 

<-> 

la // se dice que es tangent* y al punto P se le llama punto de 

tangencia o punto de contacto. 

Si la recta no tiene ningun punto comun con la circunferencia, como 

<—-> 

la M/V se dice que es exterior. 

166 IHCURAS EN EL CIRCULO. La parte de circulo limitada entre 
una cuerda y su arco se Hama segments circular 

La parte de circulo limitada por dos radios y el arco comprendido se 
llama sector circular : j I 



Pig. t36-B 


Fig. 136-C 



Corona circular es la [jorcion de piano limitada por dos 

c i rcun f e renc i as cone on trica s. 
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Tm$fch) circular dig es hi portion de piano limitada por 

dos cirCunferencias concentricas y tics radios. 






170, ANGULOS CENTRA I ES V 
ARGOS CORRE^PONDIEHTES. An¬ 
gulo central es el quo time sn vdriiee 
en el centre de la circuitferencia: 


El arco ccrrespondiente es el coni [iron 
dtdo entre los lados del unoulo central: 
n AB es correspondlente del l_ AOB. 

171, IGIJALDAD DE ANGULOS 
V ARCOS. En una misma circunfo 
rencia o en. rircunft rpncias que scan 
iguales a angulns centrales iguales co¬ 
rresponds arcos iguales. 

si la circunferencia O es 


r; : : . YM 

la circunferencia O' v /_ AOB ~ 


A’Q'B’ . , entonces tambien n AB = 



Redprocamente. si circnnferencia O ~ circunferencia 0 y y O AB ~ n /L£7, 
entonces: L AOB — £ A'Q ! B*. 

172. OESIGUALDAD DE ANGULOS Y ARCOS. En una misrna cir¬ 
cunferencia o en cttxunferencias iguales. a mayor angulo central le corresponde 
mayor arco 

Si circunferencia O ' circunferencia O' v £ AOB < £ A'O'B'. entonces: 


^AB < ^A'B' 
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173. ARCOS CONSECUT1VOS 4 Y SUMA Y DIFERENC1A DE ARGOS. 

Dos arcos son consecutivos cuando lo son sus angulos centrales. 




llama 


Como Z AOB y Z BOC son consecutivos, n AB y n BC tambien son con¬ 
secutivos. 

En una circunferencia se llama suma de dos arcos 
consecutivos al arco cuyo angulo central es la suma de los angulos centrales 
correspondientes a los arcos dados. 

Dados dos arcos desiguales de una circunferencia, 
erencia de ambos al arco que sumado al menor (sustraendo) 
mayor (minuendo). 



Fig HO 


Fig 141 
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174, TEOREMA 42. Propiedades del oiaMetbo. 4l Un diametro divide 
a la circunferencia y al circttlo cn do* partes iguales - 

iriFOTLMS' AB es un diametro de la circunferencia 0 T’ig. 141 i. 

tests: “APB = n AP f B. 

Parte APB del circulo = Parte AP'B. 

Consti’iicciort auxiliar. Tomemos un punto cualquiera P-, en uno de los 
arcos en que AM divide a la circunferencia; tracemos por P la perpendicular 
al diametro, que cortara a este en M y a la circunferencia en F. Se formaran 
los triangulos /\OMP y A OMP'. 

DEMOSTRACION. 

En A OMP y A OMP'-. OM — OM 

OP = OP' 

Z OMP — l OMP'= 90° 

A &OMP=AOMF 

MP = MF 

Doblando la figura j>or AB hasta que el semiplano 
que contiene a P coincida con el semiplano que 
contiene a P\ tendremos: MP coincidira con MP'. 

Entonces, el punto P coincidira con el punto P'. 

Como esto se verifies para todos los puntos de 
OAPB, resulta n APB — n AP'B. A la vez las por- 

entre los arcos y el 
diametro, coincides 

175. SEMICJRCUNFERENCIAS. Los ar¬ 
cos iguales determinados por el diametro, se 
Ilaman semicircunferencias, 

17fi. SEMTCIRC1LOS. Las porciones de 
piano limitadas jx>r las semicircunferencias y 
el diametro se Uaman semicirculos. 

177. TEOREMA 43. tl diametro es la 
mayor cuerda dc la circunferencia”. 

HU-OTKM- . En la circunferencia O, (%u- 
ra 1 V2 CD — diametro y AB — cuerda. 

TESIS: CD > AB. 


ciones dc piano romprendidas 

c 



Conuin; 

Radios; 

Por construction; 

Por tener iguales la hi- 
potenusa y un cateto. 


MP = MP'. 
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Const ruction auxiliar. 

Ui tamos 

DEMOSTKACION: 


En ol A AOS: 


AO + OS > AS 

m 

Pero: AO = CO 

(2) 

y Tm -i ol) 

(d) 

Sustituyendo (2j v i 5) on 

0 ): 

CO + OD > AD 

(4) 

Pen;: CO + Of) _ Cl) 

(5) 


Sustituvoiidn (>j rn |t, : 


CD > AS 

A 



DEMOSTMACIOjN; 

En A COM y A DOM- 

7>m = mi 

~OC — OD 
adorn as: TUi ± TJ) 

A COM = A DOM 

~cm=Wd 

Z 1 =7 12 

^CB = OBD (1) 


Y DEL ESPACIG 

V II con O. forma ndoso ol A AO ft. 

Postulacio tit? la inenor dfetancia 
entre dos puntos. 

Radios; 


Suma de segmentos. 

Como queriamos demostrar, 

178, TEQREMA 44. “Todo dia- 
rnetro perpendicular a una cuerda, di¬ 
vide a esia y a los arcos subtendidos cn 
paries tguaiesA 

nipOTESis: Kn la circunferen- 
cm O (Jigura i4J): CD = cuerda; 
AS — diametro y AS j_ CD. 

Tesis: ( 'M — Ml)-, f K'S — r 'BD 
V n AC — ^AD. 

Construction auxiliar. IJnnmos C 
y 7) con O, forma ndoso los triangulos 
rectangulos A COM y A DOM. 

Gomun; 

Radios; 

HijwSlesis; 

Trian^ulbs recta ngulos que tienen igua- 
les la hxpotenusa y un cateto; 
Lades homologos do triatigulas igiiales: 

Por oponerse a lados iguales on tridngu- 

los iguales; 

For arcos correspondientes a angulos 

centrales iguales. 
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Por otra parle* 

f >ACB — n ADB (2) ]W si'miriiifere-nrUs-. 

Restando (1 de (2) tenemos: 

f'ACB — ncB - nADB — n BD 

n AC = U4D, Cbmo qiirrinmo* demos-Irar. 


179. TEOHEMA 45. Reiaciones kntre ias cuerdas y los arcos 
cork eseon die n tew . “En una misma circunfeTcncia, o en circunfcrencias 
igualcsj a arco> iguales correspond™ cuerdas iguales, y si dw arcos son 
designates (menores que una semioircunferpncia) a mayor arco correspond e 
mayor cuerda”. 

P‘ Parte: 

im t i: js En la rircunfcrencia O ^ ! KM: 'M# — n CD. 

AB y CD cuerdas correspondientes. 

tesis: AB — CD. 

Construrcian auxiliar. Se unen A, B, C y D con 0, formando los trian- 
gulos A AOB y A COD. 


DEMOSTRACIOiV 

En l AOB y (_COD : 

OA = W=WT= Of) 
LAOB = LCOD 

A. A AOB = ACOD 
AB — CD 


Radios; 

Angulos centrales cuyos arms cones poiidienlcs 

win iguales por hipotesis; 
Por tenfir iguate* dos la-dos ctm su angtulo. 

I,ados homologas de trUngntos iguales. 



i iff. H i 


! ig. !45 
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2'-' Parte . 

i ripoyj,M<i; En la circunferencia 0, (Fiu, 145. • n AS > OCD y ambos 
men ores que una semicircunferencia. 

AS y CD cuerrfas correspondientes. 

TESIs: ~AB > CD" 


f ’Wftit 1 xton auxn iat . Se unen A, B, C y D con 0, formando los trian- 
gulos A AOS y ACOD. 


DliMOSTRAClON: 

En AAOB y ACOD: 

ox = os = oc =;"oz3 
A AOS > ACOD 

AM >71) 


Radios; 

'VI B > r) CD hipotesis; 

En dos triangulos quo ticnen dos lados respec- 
tivamente iguales y desjgual el angulo 
eumpremlido. a mayor fmgulo so oponc 
mayor lado. 




Construicion 


J80, TROREMA RECIPROCO. "En una circnn/erencia, o en circunfc- 
rencias iguales, a cuerdas iguaJts corresponden arcots iguales, y si dos cucrdas 

son desiguales, a la mayor corresponde 
mayor arco (considerando arc os in enu¬ 
res que una semicircunferencia'. 

181. TEOREVFA 46. Ret .agio nes 

I'.NTHF. I,AS CUERDAS Y SUS HIST A NCI AS 

al centro. "En una circunferencia, 
£ o en circunferencias iguales, cucrdas 
iguales equal is tan del centre, y ue 
dos cucrdas designates, la mayor disfa 
men os del centro". 

V ] Parte: 

HIPOTE5IS. (Fig. 146) r 


Fig 146 


AB — CD- 

TESIS: 


OM 1 AS; ON 1 CD. 


OM = ON. 


rani liar. Unamos B y C con O, form an dose los triangulos 
rectangulos A OMB y AONC. 

oemostiiackin En los A OMB y AONC: 



Radios; 
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MB = NC 

. A OMB = AOiVC 


OM — ON 


Mitades de euerdas. iguales; 

Rectangulos quo tienen iguales la higfotenusa y 

un cateto; 

Ladas hom&logos de trianguloj; igualesL 


2 a Parte: 

hipotesis. (Fig, 147): 

AB>CD; OM ,i ~AB; Wf 1 CD. 

TESTS; OM < ON, 

Construction cmxiliar. Con una 

obertura del compos igual a la cuer- 
da CD, y a partir de A, marquemos 
el punto E en este arto, y tendre- 
mos ~AE = CD; sea OAF i ~AE su dis- 
tancia al centro, 

DEMC15TRAC1 6 fSF; 

^AE — ^CD 

euerdas iguales eoiTesponden areas 

iguales). 



Fig. .147 


Pero: OAB > r\CD 

/. ^AB > f^AE 

.*. El punto E es un punto interior 

del OAB; 

N' es el punto medio de AE; 


■** El segmento ON f corta a AB por 
estar O y N f en semipianos distin- 
tos respecto AB; sea P el punto de 
interseccion de ON' y AB. 

OM < OP 

y ~OP < ON 7 

OM <WE (1) 

y como: ON' ~ ON (2) 

De (2) y (1) ; OM < ON~ 


AB > CD par bipulosis; 

Caracter transitive; 

Todo diametro. perpendicular a una 
cuerda. divide a esta y al: arco 
subtendido en paries iguales; 

pQstulado de la separation del 
piano; 

QM es la. perpendicular v OP 

_oblicua; 

Por ser OP parte de ON'; 

Caracter transitive; 

1 ■ parte. 

Como queriamos. demostrar 
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182 . rEOREMA RECIPROQD, "En una circunferencia o en ciremife- 
rencias iguales las cucrdas equidistant*, del centre son iguales, y de dus cuerdas 
que no equidislan del centre, la que menus dista cv la mayor", 

181 TANGKNTK A I A < 1RC1 NJ FRENCfA Como ya hemos dicho, 
es una recta que tiene un solo punto cornua con la circunferencia ]-jg. | : , 

El punto coniun. P, se llama U jruni<, E [oncenr i 7 o “punto fie contacto" 




184 TEOREMA 47. Propif.dad of. i.a tanof-Nte f.n el punto de 
coNTacto. "I..a tangente a una circunferencia es perpendicular al radio eii el 
punto de contacto”. 

<—> 

HtPOTii’iis: TV es tangente en A a la circunferencia t t^ig, i ftj) 

OA es el radio en el punto de contacto. 

<—> ___ 

TBSIS; TV X OA. 

_. <—> 

Si OA no fuere perpendicular a TV seria oblicua y, 

en este caso, habria otra oblicua OB que seria igual a OA (la que se a part ar a 

igual que OA del pie de la perpendicular). Si OB — OA entonces B seria un 

? 

punto de la circunferencia y la recta ! V no seria tangente porque tendria 
dos puntos comunes con la circunferencia. 

18>. TEOREMA RECIPROCO, “Si una recta cs perpendicular a mi ra¬ 
dio en su extreme, es tangente a la circunferencia”. 

TV x OA , en A (Fig. 1 in). 


BrPOTESt.S: 
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TESIS: 


TV es tangente a la circunferencia O. 



<—> 

dkmostbaeioiv: La recta TV so- 
lo tiene coniiui con la circunferencia el 
punto A , porque cualquier otro punto 
B es exterior por ser OB > OA ya que 
OA es la perpendicular y OB es oblicua. 

Por tanto: 

<—■> 

TV es tangente por Loner un solo 
punto eomun con la circunferencia. 

CGROLAdUO. Por cada punto dc 
no a circunferencia pasa una tangente 
v solo una. 

18f). NORMAL A UNA CIRCUN 
KEREN Cl A. Es la perpendicular a la 
tangente en el punto dc 
contacto. En la figurn ! 51 

la normal en A es: 

< — > <—> 

AW' i TV. 

Como la tangente y 
el radio son ]>erjK*ndicula¬ 
res en el punto de contac¬ 
to, la normal en cada pun¬ 
to de la circunferencia 
jNtsa por el centre. 

Para trazar la nor¬ 
mal a una circunferencia 
que pase j>or un punto 
dado, interior o exterior, 

basta con trazar la recta que pasa por dicho punto y 
circunferencia. 



N’ 


el centre de la 


Asi. la normal a la circunferencia O que pasa i>or M 


<—> 


es OM y la que pasa por IS! es ON. 


JH/. TEOREMA 48. distancta de un punto a una circunfe- 

renej.a. “I,a distancia minima de un punto a una circunferencia, es el 
menor de los cl os segment os de nornial eomprendidos eatre d punto y la 
circunferencia". 
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ter. cam. El punto es inferior. 

w i lAVrr.si' P es un punto interior de la circunferencia 0 (Fig. 3 -',3 = , 
AB es la normal que pasa por P. 

PC distancia de P a un punto cualquiera de la Circunferencia. 

TE5IS: ~PA < PC. 



Fig 132 


Fig 133 


Coristrurami muiliat. Unimos O con C, formandose el A OCR 

UEMf^TKACU En el A OCP: 

OC <, OPPC (1) PostLiludd ile la distam ia niiniiiia; 

Pero: OC = OA = OP -j- PA (2) Ratli. •; soma de segmentos. 

Sustituyendo (2j en (1), tenemos; 

Simplificando. 

2■' caso. El punto ex exterior. 

HiPOTiiSi% P es un punto exterior a la 
circunferencia O Fig. 154). 

AB normal que pasa por P. 

PC distancia de P a un punto cualquiera 
dv la circunferencia. 

tesis: PA < PC. 

f onstruccidn auxiliar. Unimos O con C, 
formandose el A OCP. 


OP -f PA < OP + PC 
~PA<PC 



Fig 134 
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DEMostiRACioN. En el A OCPt 
■M + OA<PC + OC (1) 

Pero: OA—OC (2) 

Sustituyendo (2) en (1), tenemos: 
~PA +04 < PC 1 + 04 

,\ Ta<Tc 


Un lado es menor que la suma de 

_ los otros dos. 

Radios* 


Simpltficando. 


188. PGSICIONES RELATIVAS DE DOS CIRCUNFERENCl AS.— 
Dos circunferencias pueden tener, en un piano, varies posiciones relativas, 
y de acuerdo con ell as se cumplen una serie de propiedades. 


Fig. 157 


Fig. 158 


Fig. 156 


Fig. 155 
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Fig. 1$9 


Fig. 160 


I s * CIRCUNFKKF.NCIAS FA i FRIORES Los puntos de cada una son 
exteriores a la otra i ; 

190 Ci RCCNFERENCIAS TANGENTES EXTERIORMENTE, Tie- 
nen un punto cumun y los demas pimtos de cada una son exteriores a la 
otra (Fig, H(m. 

i 'I ( IRC! NFERENCIAS SF.GANTES. Si lienen dos puntos comu- 

nes Fig ; 

192 CIRC f TNFERENGI AS TANGENTES 1NTER10RMENTE. Si tie- 
nen un pun to comun. v tod os los puntos de una do ell as son in tenures, a 
la otra (Fig, i 58 :. 

19 ). C11UT NFERENC1AS TN TF.RIORES. Cuando todos los puntos de 
una de ellas, son iuteriores de la otra ! ■ 

194. C1RCIJ NFERENCIAS CONCENTRIC AS Cuando tienen el misnio 
centro (Fig lo< 



Fig. 161 


Fig. 162 
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Propit dad de dos circunjere/u ias ex tt rior es. En dos circunferencias exte- 

riores la distancia de los centres es mayor que la suma de los radios 

0(y ~d = r + r' + MN; A d > r + r\ 


Propiedad de dos circunferencia\ ttmgentes t vteriormerite. En dos cir- 
cunferencias tangentes exteriormente la distancia de los centres es igual a la 
suma de los radios • l<>:2 i. 


d ~ GO’ = r -)~ r'i d = r 4* r\ 

Propiedad de dos circurtferenvios secant es . En dos circunferencias se- 
cantes la distancia de los centres es manor que la suma de los radios y mayor 
que la diferencia i Fig. 1b 3). En el A OPO': 



Fig. 163 Fig. 164 

Propiedad de dos rircunferwndas tangent es interior mente. En dos cir¬ 
cunferencias tangentes interiormente la distancia de los centres es igual a la 
diferencia de los radios Fu- 164). 

OP/ — d — r — d = r — r\ 


Propiedad de dos circunferencias in ter tores, 

En dos circunferencias interiores la distancia 
de los centros es menor que la diferencia de 
los radios Fig tbY}. 

d = OO f = OB — O i T (1) 

Pero: 7X8 = WA -j- AW — r’ -f- ~AB (2) 

Sustituyendo (2) en (1), tenemos: 
d =GO' =sQB~ (r f + AB) 
d^OB — r’ — AB 



B 


d — r — r* — AB 

d < r ■ — r r . 


Fis 165 
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Propiedad de das circunferencias concrrttncas. En dos circunferen- 
cias concentricas la distancia de los centres es igual a cero : ]•;•-. 1 'k> -. 
Como los centros coinciden d — O. 


195. TEOREMA 49. De lo dicho en los parrafos anterior<*s results; Dadas 
dos circunferencias situadas en un mistno piano. 

1"} Ol 3Uil MIVIIU1U) «I Ui 9U4UVIH 

entre sus centros, es mayor que la suma 
de los radios. 

2?) Si son tangentes exterior menle, 
la distancia entre los centros es igual a 
la suma de los radios. 

3 ? ) Si son secant es, la distancia en¬ 
tre Ic; centros es menor one la suma de 
los radios y mayor que su diferencia. 

4") Si son tangentes interiormente, 
la distancia entre los centros es igual a 
la diferencia de las radios. 

5 ? ) Si son interiores, la distancia 
entre los centros es menor que la dife- 
l‘’S rencia de los radios. 


6'-’) Si son concentricas, la distancia entre los centros, es nula. 


196. TEOREM A RECIPROCO, Si d es la distancia entre los centros de 
dos circunferencias de radios r y r', sc verifica: 


V'} 

Si d > r -|- T 

2'0 

Si d — r-\- / 

3*) 

Si d < r + / 


y d> r — r f 

4*0 

Si d~r — / 

5"} 

Si d < r — r* 

6") 

Si d = 0 

197. 

TEOREMA 50. 


para Idas, son igualcs”. 


[.as circunferencias son exleriores. 

- Las circunferencias son tangentes exte- 

riomenTe. 

- Las circunferencias son secanlcs. 

Las circunferencias son tangentes inte 

riormente. 

-— Las circunferencias son interiores. 

—— Las circunferencias son concentricas. 

“Los areas de una circunferencia coniprendidos entre 


Primer caso. 

HIFOTESIS: 


Las paralidas son seat rites. 

<-> <-> <-> <-> 


AB y CD son secantes y AB || CD (Kigi 167": 


TESI5: 


'MC = n BD. 
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Construction auxiliar. Tracemos 
<-> <—> 

sera perpendicular a CD ya que AB \ \ 

JDEMOSTR ACION: 

^CM = n DM (1) 

y ^AM — ™BM (2) 


Restamlo (2) de (1): 

°CM — n AM = f'DM ~ f 'BM (3) 
Pero: n CM -— = n AC (4) 

y n D/V/ — n BM — n BD (5) 

Sustituyendo (4) y (5) en (3), tenemos; 
n AC = n BD, 


<—> <—> 

el diametro MN i AB que tambien 
<-> 

CD. 


Todo diametro perpendicular a una 
cumin,-divide a csta y a! arco subten- 
dido, en partes iguales. 


Rests de arcos; 


M 



Fig 1G7 



fif^undo caso. Ijtnz He Ins p&rctldns es ipcoifif? y fa o tra es ttni^cntc, 

<—> <-s- <—>• <_> 

HII'OTESIS: AB es tangente, CD secante y AB [j CD 17%. 1.»s 

TESIS: new - ^DM. 

Construction auxiltar ; Tracemos el diametro MN 7 en el punto de 
contacto M. 

DEMOSTRACION: 


MN 1 AB i'-l diametro es a la langenb* en el punto de contacto. 

_ __ <-> <-> 

. . MN JL CD Porque CD AB por hipdte'si- 

.\ n CM = rx DM Todo diametro 1 .a una ciurda, divide a esla y a lost 

arcos subtehdidos, en partes ’iguales. 
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Fig 169 


B 


D 


Tcrcer caso. Las das p&rtifcTas stitt 
tatigentfS. 

<-> 

MmVrKsi:' AB es tangente eii M, 

<-> <-> i-> 

CD es langeiite en N y AB\\CD. 

tj.sis: <>MEN = ^MFN. 

Construcci6n tmxihar Tracemos 
<—> <-> 

la secante EF \ \ AB , quo sera tam- 
bien EF |] CD, 

DEMOSTRACIO N: 

r 'EM = ™FM (1) 

For el segimao caso. 

n £/V = n FN (2) 


Sumando ordenadamente (1) y (2), tencmos: 

r>EM + "EN = n FM + "FN (3) 

Pero: "EM + "EN = "MEN (4) Suma de arcos. 

y npM + "FN - "MEN (5) 

Sustituyendo (4) y (5) en (3): 

"MEN = "MEN. 

EjERCICIOS 


(1) Si AD — DB: demostrar que "AE — n F.B 


C 



Ljer. 1 


c 



Ejcr. 2 
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(2} Si r \AM ~ n A/5; demostrar que CM 1 AB. 
(3i Si AB ~ BC; demostrar que &ABC = A CBQ, 



CD i AB. 


< j) Si l \ — / 2; demostrar que AB = CD. 

(fj) Demostrar que en dos eircimferencias con centric as, los segmented 
tangentes a la circunferenc.ia menor, son cuerdas iguales cle la mayor. 

M 




Ejer. 5 Ejer. 7 

<-> c-> _ 

(7) Si AC f j BD y O es el punto medio de AB; demostrar que AC =~BD. 
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(8) Un punto clista tres centimetros del centre de una circunferencia 
de 4 cm de diametro. Calcular la men or y la mayor distancia de dicho 
punto a la circunferencia. 

rnenor — 1 cm 
mayor = 6 cm. 

(9) Un punto dista dos centimetros del centro de una circunferencia 
de 6 cm de diametro. Hallar la manor distancia del punto a la circunferencia. 

d = 1 cm 

(10) Expresar la menor distancia (x) de un punto a una circunferencia, 

en f unci on de la distancia del punto al 
Centro (d) y del radio (r) de la cir¬ 
cunferencia. Sabiendo que d <C r. 

R.: % —r — d. 

(11) Si ~AB — BC — CD; demos- 
trar que L AOC ~ / BOD. 

(12) Los radios de dos circunfe- 
rencias son 10 y 16 cm, Hallar la dis¬ 
tancia de los centros si las circunferen- 
cias son: 

a) tangentes interiores; 

b) tangentes exteriores. 

j a) 6 cm 

H 1 b ) 26 cm. 





D 



Ejer. II 






VALOKtS J>£ X 


VAIORES 



1 

■ 




















. ■ 




; 












Ll 










? E MATO DESCARTES (1596-1650). Geometrio Ana- 
-ica. El desorrollo del Algebra durante el siglo 
tVt y el primer terdo del XVII inspiro a Descartes 
■ _ -rdir el andli&is geometric© de los antiguos con 
- Algebra de los modern©*, stendo de este modo 


el padre de la Geometrio Analitica, que concibio 
mas como Filosofia que com© Matematicas. Las 
coordenadas, llamadas cartesianas, son pat 1 © el 
solo un me to do para resolver los problemas de 
la Geometrio. Su obra «Geometria» data de 1637. 



Angulos en la circunferencia 


m. 

vertice en 


ANGULO CENTRAL. Como ya se ha dicho,es el que tiene su 
el centre de la circunferencia, tal como el L AOB Fig. 170). 


En una misma circunferencia o en circunferencias iguales, los angulos 
centrales son proportionates a sus arcos correspondientes. Siendo O y O cir¬ 
cunferencias iguales tenemos que: 


Z AOB _ n AB 
tBOC "* ^BC 


IAOB ^AB 

y tambion: ^ MO'N ~ n MN ' 


199. MEDIDA DEL ANGULO CENTRAL Si adoptamos como unidad 
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Fig. 1.70 


de angulos el angulo central correspon- 
diente al arco unidad, la medida de 
un angulo central es igua) a la de su 
arco correspondient,e. 


LAOB 


H AB 


Luego la proporcion-_- 

LMO'N C'MN 
nos dice que si tomamos ]>or unidad de 
tingulcs el LMO’N . j p0 r 

unidad de arcos al n MN, la medida del 
LAOB es la misma que la del ^AB 
(esto quiere decir que si el L MO’N 
cabe 2 veces fxir ejemplo, en el L AOB , 


tambien el *^MN cabe 2 veces en el 
n AB ). 



Fig. 171-1 


Fig. 171-2 


Fig. 172 



Y como es mas comodo comparar 
arcos que angulos, es por esto que la 
medida de angulos es indirecta y se 
efectiia comparando arcos mediante los 
transportadores o semicirculos gradua- 
dos. Observese que en este sentido la 
medida de un arco no es una medida 
de longitud, es decir, dos arcos pueden 
tener la misma medida de arco, pero 
tener diferentes longitudes. 

200. VNGUl.O INSCRTTO. Es 

el angulo que tiene su vertice en la 
circunferencia y sus lados son secan- 

tes 1 1' it 1 I-- 
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201. ANGULO SEMI-INSCRITO, Es el angulo que tiene 

su vertice en la circunferencia y uno de sus lados es una tangente y el 
otro una secant e. 



Fig, 173 



Fig, 174 


C 


202 ANGULO EX-INSCRITO. Es el angulo adyacente a un angulo 
inscrito 


203. TEOREMA 51. Medida dll angulo inscrito. ‘'La medida de 
lodo angulo inscrito es igual a la mitad del arco comprendido entie sus lados ’. 

ler. Ca.so. El, cenlro 


estft m uno de -los lados 
del angulo* 

hipotlsiS: 

El l ABC 

es inscrito y 0 es el cen¬ 
tre de la circunferencia. 

Medida del ^B — ~. 

Construe cion auziliar. 

Tracemos el radio OC, for- 
mandose el A BOC que es 
isdsceles. 


B 



Fig. 175 


DEMO-<TR AOON: 

En el AfiOC: 

= LC CJ 1 > 1 ! |r 's■ ■ t s a radios igir- — 
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Pero: / B + LC — L AQt 7 (2 Por ser el L AOC un anguio exterior. 

Sustituyendo (1) en (2), tenemos: 


ZB+ lB=,LAOC 


2 LB =L AOC 


Snmando; 

,„ LAOC 
■■ Z5 = 2 

(3) 

Despejando. 

Pero r MC es medida del Z AOC, 

(4) 

Central, 


Sustituyendo (4) en (3), tenemos: 

, ' , , r n AC 

medida del LB — — . 

Z 

2" Caw>, i't centra extv en el interior del /ingufa. 

mi f El LABC Fig. 17' es inscrito y O es interior del LABC. 

n AC 


i Medida del L B — 


2 


Const rweion ouxilntr, Traceinos el diametro BD, de manor a que se for- 
men los angulos inscritos LABD y Z CBD. 




LB= L ABD -f LCBD 

(1) 

Suma 

de Angulos. 

Pero: 

(2) 





„ Por el 

primer oaso. 

f 'DC 

(3) 


y L CBD = —£— 




Sustituyendo (2) y (3), en (1), tenemos; 

.1 4 > , » n AD . n DC 04C 
medida del LB — —^-1 — = — ~ ' mi a oo .in-' 1 - 



Fie. 170 


Fig, 177 
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3 er. caso. El centra es exterior al angulo. 

mi'oTF-M- El /_ABC (Fig. 177} es inscrito y O es exterior al l ABC, 
tesis: Medida del Z ABC — 


Construction nuxihar, Tracemos el diametro BU, formandose AABD y 
Z CRD, ambos inscritos, 

DEMOSTHACION: 


Z ABC - z CBD — LABD (1 ) 

Pero: medida del Z CBD = — 77 ^ ( 2 ) 

4 -t 

y medida del / ABD — — (3) 
Sustituyendo ( 2 ) y \ \ < en : ! tenemos: 


Dilerenc'ic de angtdos. 
Primer caso. 


IABC = 


WD O AD _ o AC 
2 2 ~ 2 


Diferencia de arcos. 


204. COROLARIO 1 . Todos los angulos 
-on iguales. Asi, en la figure 1"8 tenemos: 


Inscritos en et misnio arco. 


IABC = 


LADC~ 


O AEC 
2 



Fig. 178 



Fig. 179 


205. COROLARIO 2. Todo angulo inscrito en una scmicircunferencia 


1 Fig. 179) es recto. 


Z ABC = 


Z ADC t= 


O AC 
2 


180° 

2 



200. ARCO CAPAZ DE UN ANGULO. Memos visto que todos los 
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angulos inscritos en el rnismc arco, son iguules. Did 10 arco sellama 

de esos angulos. En la el arco capaz de los angulos iguales l ABC 

l ADC, etc., es el n AEC . 

207. TEOREMA 52. Medida dee anguio semi-insgeito. “La medida 
del angulo senii-inscrko cs igual a la mitad del arco comprendido entre $u.$ lados”, 

ler cam: El a ntra estri en Urm dr los (ados del dniatlo, 

El l ABC es semi-inscrito y O es el centro de la circunfe- 

rencia I ,st> ■ 


TEMS: 

DEMOSTH-ACION: 

l ABC — 90° 

n BC = 180° 


Medida del Z ABC — 




(1) La tan genie es perpendicular a I radio en el 

: i pujito.-dd coiUaclo, 

(2) Per ser rt BC una $<miicimmfer«picin. 


Comparando ( 1 . y (2), tenemos: 

n BC 

medida del Z^ 4 i#C =- 1 

2 

2 caso: id centra estd en el interior del migulo, 

El l ABC es semi inscrito yOes interior del l ABC 

n BC 


TESTS: 


Medida del / ABC — 


Fir. 1 Hi l 


Vi-; ■ ! 


Construction auxiliat . Tracemos j>or B el diametro BD, quedando 
el Z ABC, dividido en L ABD y / DBC de manera que: 

l ABC- L.ABD+ Z DBC. 
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DE.VLUSTRAClON: 


, . n BD 

Medida del Z ABD — ■ 


(o 

nnn 

medida del Z DBC = —~— 

A 


(2) 

Sumando 1 i y 2 . tenemos; 






medida del ( Z ABD -f- Z Z>5C) 

“ 2 + 2 ‘ 



Icr. caso; 


EfeCtuando opcraciones, tenemos: 
medida del Z ABC ^— . 

3er. caso: El centra es exterior 
at dnguh. 

iiii'i'flTM El Z ABC es semi- 
inscrito y O es exterior al angulo 

gura 182). 

•: i; Medida del /_ABC — ———. 

('on:.tr-'in. i lf{ tm.dliar Tracemos 
el diametro Hi), form an dose el Z CBD, 
semi-ijiscrito. 



Fig. 182 


DEMOvniAdoN: 

IABC= l. ABD- ICBD 
Pero: medida del Z ABD — 

y medida del Z CBD = 


^BD 

2 

^DC 

2 


(1) Resla do angufos. 
* 

(2) ler. caso; 

(3) ter. caso. 


Sustituvendo ■ y en . 

f^BD — ^DC n 5C 

medida del Z ABC — -—-. 

2 2 


208. TEOREMA 33. Medida del angulo ex jnscbito- “La medida 
del angulo ex-inscrilo es iguat a la semtsuma de las arcos qur licncn su origen 
en el vertice y sus extremes en uno dc los I ados y en la prolongation del o!ro . 

El Z ABC es ex-inscrito 

r\nr 4 - n BD 

7 i. .,i : Medida del £ABC= — -t- —. 


(OtixtrU' fiii.Ti h'tr Unimns C con D foTmandose el A BCD. 

















156 


GEOMETR1A PLANA Y DEL ESP AGIO 


i*emostj*ao6n : 


LABC= zC-f ID 

nBD 

~ 2 

(1) 

Angulo external; 

Pero: medida del ZC 

(2) 

Insert to: 

y medida del / D 

^BC 

~ 2 

(3) 

Tnscrito. 




Fig. 183 


Fig. 184 


Sustituyendo (2,) y >i en (1), tenemos: 
medida del Z ABC = + 2j£ = f^ 

& 1 if 

ifl-t. AN<.?f ijj ) INTERIOR Es el angulo cuyo vertice es un punto in¬ 
terior de la circunferencia. 


Los LABC, lEBD* l_ABE y 
Z CBD son interiores. 


210. ANGULO EXTERIOR. Es 
el angulo cuyo vertice es un punto ex¬ 
terior de la circunferencia. El / ACE 
es exterior. 
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211. TEOREMA 54. Medida iiel angutx) interior. "La medida del 
angulo interior es iguai a la scmisuma de las rued id as dc los arcos coinprcndidos 
por sus I ados v por sm prolongaciones". 

Hi - >ti El ZAED . I iSi es un angulo interior. 

y n BC son los arco-s comprendidos por los lados y por 
las prolongaciones. 

^BC + <A4D 

: l: Medida del ZE~ --. 

Construccian mu iliar; Unamos A con C, formandose el £\AEC. 


OEM OS T K AC IO N: 

En el AAEC tenemos: LE — L A ZC (1) 


Pero: medida del Z A = 
y medida del ZC = 


^BC 

2 

™AD 


(2) 

(3) 


Sustituyendo (2) y ( 3) en (1), tenemos: 

r ^BC „ n AD n BC + n AD 
medida del ZE~ —-p- -|-- } — =-- 


P6r ser Z E un Angulo ex* 
tenor del A ABC, 

liiicritoj 

Inscrito; 


212. TEOREMA 55. 

angulo exterior es iguai a 
la semi-diferencia de las 
tried idas de los arcos com¬ 
prendidos ikir sus lados”. 

HIPOTESIS; El Z A es 

exterior 

Medida del 


Ocd — ^BE 



Construction auxiliar. 

Unimos C con E, forman¬ 
dose el A AEC. 


Medida del anguijo exteriob. ‘La medida del 



A 


Fig. 187 


demostracion: 

En el A.*4Cj? tenemos: ZE — L A -f- ZC 


Angulo exterior del A ACE. 
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Despejando A: 

( 1 ) 

(2) 1 use rites 

(3) Inscrito. 

Sustituyendo (2; v ( V, en '!), teriemos: 

_j>j , , , , n CD ri££ nc D _nBE 

medida del /A = — g— - — — -^-. 

' vm a lor Un caso particular del angulo exterior es el angulo circuns- 

crito que es el forniado per dos tangentes a la circunferencia. 
Su medida es tambieu la semidiferencia de los arcos limita- 
dos por los piintos de contacto. 


LA - ZB — ZC 
Pero: medida del Z E = 

y medida del ZC = 


O CD 
2 

n BE 

2 


EJERGICIOS 


Ejer 1 Ejcr. 2 

(3) Si L AOB — d0° ; ha liar el Z<4Cii. 

(4.1 Si lAOC = 70°; hallar el Z ABC. 

(5) Si ^ DC - 40° y ^AE - 80° ■ hallar el ZABE. 

(6) Si n AE = 80° y n BD — 40 a ; hallar el ZDCB 


R.: 40°. 
R.r 35°. 
R.: 60°: 
R.: 20°: 




(1) Si " AC - 100°; hallar el 

l ABC. f{.: 50°. 

(2) Si n AB - 200°; hallar el 

l ABC. R. r 100°. 
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E: ' i 

(7) Si = 10 ° y IQSP-4Q 0 ; 

hallar el °MA r . R.; 90°- 

(8; Si ^BD =10 0 y l ABE = 
- 40°; hallar el / BCD 








F 




7 


Ejer 8 




NICOLAS LOBATSCHEWSKI (1793-1856). Ruphira 
con el pasado geometrico de Euctides. Con $u obra 
«Pangeometria» este geometra ruso rompio defi- 
nitivaniente con el pasado euclidian©. Criticado 
duramente, nadie lo entendio tii le hizo caso has- 


la quo su memoria fue traducida al francos en 1837 
y al alemdn en 1840. Para el las parafelas eran 
Fredas coplanarias que no $e encuentran pot 
mucho que se las prolonguenw. Existe otm teo- 
ria suya que rompe con el Postulado de Euctides. 



Relaciones metricas en la circunferencia 


Eli este capitulo vamos a estudiar las relaciones metricas que se verifican 
entre las cuerdas, secantes y tangentes de una circunferencia. 

213. TEOREMA 56. Relaciones entre las cuekdas. 'Si dos cuerdas 
de una circunferencia sc eortan, el product© de los dos segment os detcmiinados 
ni una cuerda es igual al producto de los dos segmentos determinados en 

AB y CD son cuerdas que se eortan en Q; 

QA y QB son los segmentos determinados en AB\ 

QC y QD son los segmentos determinados en CD l.l-ig- 188}, 
~QA * QB =~QC • QD, 


la otra”. 

niroTESis: 

TESTS: 
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Construction auxiliar. Unimos A con D y B con C, formandose Ios 
triangulos A BCQ j A ADQ. 

DEMOSTRACIQN: 

En ios A BCQ j A ADQ : 

LA — LC 

(inscritos en el mismo arco ^BD): 

LB = ID 
:1 mismo arco n AC) ; 

A BCQ ~ A ADQ 

i por tener dos angulos iguales}. 

Estableciendo la proporcionalidad 
entre los I ados homologos, tenemos: 

QA QD 

IBB .\ QA QB = QC QD 

(por scr el producto de Jos modi os ignai al producto do los extremes). 

214. TEOREMA 5 7. Relaciones entre sec antes. “Si por un pun to 

exterior de una circunfe- 
rencia sc tra/an dos se- 
cantes, et producto de una 
secantc por su segmento ex¬ 
terior, cs igual al producto 
de la otra secante por su 
segmento exterior”. 

HIP0TESIS. (Fig. 

QA y QC secantes; 

QD segmentos exteriores. 


F ig. 189 


TESTS: 

QA QB^QC QD. 


( onstruccion auxiliar. Unimos A con D y B con C, formandose los 
triangulos A QDA y AQBC. 

OEM OS TRACI6 N: 

En los A QDA y AQBC*. 

LQ — LQ Corinin; 

lA=^lC Inscritos en A Z1D; 

AQDA —• AQBC i "• r tener dns ;iriguJo> Iguaks. 
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Entre los lados homologos estableciendo la proporcionalidad: 

QA^Qll 

QC QB 

~QA QB=~QC ~QD 





215. TEOREMA 58. Propiedad de 

ZADAS DESDF. UN PUNT'D EXTERIOR A UNA 

circunferencia. “Si por un pun to ex¬ 
terior de una circunferencia se trazan 
una tangente y una secante, la tangents 
cs media proporcional entre la sccante 


HIPO 

te y secame 

gura 190). 


QT y QA son tangen- 
la circunferencia O 


LA TANGENTE Y LA 


Construction auxiliar. Unimos T 
con A y con 8 , formandose los triangulos A QTA y A QTB. 


DEMOSTRACION; 

En los AQTA y A QTB: 

IQ — lQ Coimin; 

/.A — l T ' i i 

AQTA ~ A QTB i.in . : 

Entre los lados homologos estableciendo la proporcionalidad: 

QA QT 
QT QB ' 

216. DIVISION AUREA. Dividir un segmento AB en media y extrema 
razon. consiste en dividirlo en dos segmentos AM y MB y tales que: 

AB _ AM^ 

AM ~ Mi. ' -H- 


Es decir, que el segmento AM es la media proporcional entre AB y MB. 
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Este segmento AM se llama segmento aureo v se considers que esta division 
es la mas proporcionada que se puede hacer de un segmento. 


21 7. CALCULO ANALIT1CO DEL S.E( iMENTO AUREO. Sea AB — a 
un segmento cualquiera y sea AP = x. su segmento aureo. 



Jig 191 


Tendremos: 
a __ x 
x a —- x 


Par definition; 



x 2 — a 2 — ax 
r 2 -\- ax — a- ~ 0 


Product© de rnedios igual a product© 

de extremes; 

Efectuando; 

Tras'ponic.ndo y ordenando. 


Resol vien do esta ecuacion de 2'- grado: 


— a ± V® 3 -h 4 a 2 


— a±: \/o a 2 

2 _ 
a{ — 1) dr a\/5 
— 2 

«(—1 ± \/5) 

„ _ 

a( — 1 -f- \/5) 

2 

' V5“— 1 


Aplicando la formula; 

Efectuando; 

Sacando a fuera del radical; 

Sacando factor cornu n a\ 

Constderando soiamentc el valor po* 

Sitivo; 

Separando y ordenando, 


218. EJ EM PL OS. 1") Ha liar el segmento aureo de un segmento 
de 12 cm. 


x ~a 


f V5- 


1 


jr= 12 


\/5 — 1 


= 6 (>/ 5 — 1 ). 


z = 6(2.24 — 1) = 0(1.24} = 7.44 cm. 


Formula: 
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2-) Ha liar el segmemo cuyo segojento aureo vale 6.2 centhnelros. 

De la formula x = a (^) , sustituyendo valores resulta: 

\/ 5 ~— 1 


6.2 = a 


2 


2(6.2) =a(V5 — 1) 


12.4 = £i(2.24 — 1) 
12.4 = 1.24* 


a — 


12,4 

1,24 


— 10 cm. 


219. DIVISION AUREA DE UN SEGMENT!). SOLUCION GBAFlCA. 



1 ? . En el extreino B, levantamos OB 1 AB. 

2". Trazamos OB = AM. 

_ ab 

3*. Con. centro en O v con radio OB = —— ; trazamos tina circunferencia. 

* 2 * 

4°. Unimns A con. O y determinamos el punto C. 

5". Con centro en A y con radio igual a AC, determinamos- el punto jP. 
6'\ El segmento AP — x es el segmento aureo. 


220. IUSTIFICACIOM DEL METODO GRAFICO. Prolonguemos AO 
hasta que corte a la circunfereneia en D. Tendremos la tangente AB y la 
secants AD. 


Entonces: 

AD 

AB 

(1) 


~AB~ 

AC 

Pero: 

AP- 

H 

li 

O 

11 

(2) 
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AD — x + (TD — x + ^ 4- ^ — x + a 
AB — a . 

Sustituyendo .. (3j y (4 j en (i ) , tenemos: 

— x 

x(.r + a) = a 2 
.r 2 fl:r = 
jr 2 =z cf — ax 
x* = a(a — x) 
a x 


Por tanto, el punto P divide a AB en media y extrema razon. 

EJERClCtOS 


( 3 ) 

(4) 


(11 Si AP — 3, PB = 5 y PC = 4; hallar PD . /?, PD— C75- 


( 2 ) Si AB — 8, PC — 3 y 
PD — 4; hallar AP y PB. 

R.: AP = 2 y Wi — 6. 

i 3) Si ~PB — 2AP, PC — 4 y 
CD— 12; hallar AB. />' i/> 12. 

_ (4_^Si AB ^_li, AP = 3 y 

PD = 2PC; hallar PC’. R. : PC - 2 y'T 

_ (5). Si CD = JL5, PD = 6 y 

PB = 3PA, hallar PA. 

P.. PA _ 5\j2. 

(6) Si QB _ 12, QA = 4 y 
QD — 10; hallar QC. /?„■ QC = 4.8. 



Ejtrcs. I al 5 


(7) Si QB = 70, QA = 8 y QC = 6; hallar QD. 

(8) Si QB = 14, AP — 8 y CD = 10; hallar QC. 

(9 Si QA — 8, AB — 12 y CD = 10; hallar QC. 

1 10 ■: Si QA=AB, QC = 8 y CD = 14; hallar QB. 


R QD«=93 | 

R.: QC<= 5.4. 
P.. QC <= 8.6. 
/?., QB<=4v / TT 
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_ (11) Si QA = 9 j 
QB — 4* hallar QT. 

HQT = fi. 

(12) Si QA = 8 y 
BA = 4; hallar QT, 

B.: QT _ 4\/J. 

_ (13) Si Qf^_ 8 J 

QA — 20; hallar QB. 

QB= ■12 

(14) Si QT — 14 y Ejcrc* 6 al 10 

QB — 8; hallar la medida correspondiente a QA. B.: QA = 24.5. 

— QA _ * _ 

(15) Si QT = y QB = 9: hallar QT. R_ : QT = 18, 



(lh j Hallar graficamente el segmento aureo de im segmento de 9 cm. 

(17) Comprobarlo efectuando la medida. tf 5.h cm. 


Q 



Ejcrcs -11 at 15 


(18) Se desea saber 
que ancho debe tener un 
reetangulo de 20 cm de 
largo, para que sus dimen- 
siones sean Io mas prcpor- 
cionadas posibles. 

Fi.. 12,4 cm. 

(19) Hallar algebrai- 
camente el segmento au¬ 
reo de un segmento de 

50 cm, 18.fi cm. 


1 20 ) Demostrar que el segmento aureo es aproximadamente el 62% 
del segmento total. 









3 EM ANN (1826-1366). En su tesis doctoral «Sobre 
cs fimdamentos aue sirven de base a la Geome- 
‘ffl* (1854), estudia la Geometric de una super- 
' ' e turva cuyas geodesicas desempenan el pa pel 
de las recta* eudideas en el piano ; y la Geome¬ 


tria de un espacio cuya curvatura puede cambiar 
el cardcter de tal «Geometrfa». Su merito radico 
en haber extendido ol espacio la nocion de la 
curvatura. Riemann y tobatschewski hicieron posi- 
ble a Einstein hollar la «ley de la relativ)dad». 


15 


netaciones me 


itricas en los poltgonos regulates 


221. POLIGONOS REGTJLARES. Son los que tienen los lados y los 
angulos iguales j ’). 


AB = BC — CD — DE = EE — VA 1 


IB= LC^ LD= LE= lF. 

222. POLIGONO [NSCRITO. Es el que tiene todos sus vertices sobre 

una circunferencia !t ). 

223. CIRCUNFERENCIA C1RCUNSCRITA. Cuando el poligono esta 
inscrito, se dice que la circunferencia esta circunscrita al poligono. 
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Fig, m 



B 


224 POI F .ONO CfHCHNSCRITO Es aquel cuyos lados son tangen- 
tes a la circunferencia ., 


22 V CIRCUNFERENCIA INS CR IT A. Cuando el poligono esta cireuns- 
crito, se dice que la circunferencia esta inscrita, 

8 



Fig. 19j 



226. RADIO DE UN POLIGONO REGULAR. Es el radio de la cir¬ 
cunferencia circunscrita. En la OD = ~OE son radios del poligono, 

227 ANGl LX) CEN TRAL Angulo central de un poligono regular, 
es el formado por dos radios que corresponden a los extremos de un mismo 
lado, En la n • : ■ i el /_EOD es un angulo central del poligono. 
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228. TEOREMA 59. “Si se divide una circunferencia en tres o mas arcus 
igualcs, las cuerdas que unen los punfos sucesivos de division, forma ran un poli- 
gono regular inscrito' 

mrrVi-r-s: En la circunferencia 0 (Fa 

f\AB = t^BC — OCZ) =. son los arcos; 


TESJtS: 

DEMOSTBACION: 


y AB, BC, CD, _ son sus cuerdas correspondientes. 

ABCD es regular. 


AB — BC = CD = ..: 
LA — LB — LC — , 
ABCDEF es regular 


Por ser n AB = n BC — r^CD : ■: por hipotesis; 
Inscritos en arcos iguales; 

Por tener iguales sus lados y sus angulos. 



K 



229 COROLARIO. Si unimos el punto medio de cada uno de los arcos 
subrend idos por los lados de un poligono regular inserito con los dos vertices 
mas proximo*, se formara un poligono regular inscrito de doble nunicro de lados 
que c! poligono dado. 

En efecto, como los nuevos arcos n #/, etc. son 

iguales entre si, por ser mitades de arcos iguales, el nuevo poligono sera 
regular de acuerdo con el teorema 59. 

250, TEOREMA 60. “Si se divide una circunferencia cn tres o mas 
arcos iguales, las tangent es irazadas a la circunferencia por los puntos de divi¬ 
sion o por los puntos medio* de dichos areas, forman un poligono regu¬ 
lar circunscrilo”. 
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En efecto, si dividiinos. por ejemplo, la circunferencia en seis arcos iguales 
y por los puntos de division trazamos tangentes a dicha circunferencia, dichas 
tangentes formaran el hexagono circunscrito ABCDEF que es 

regular porque tiene sus angulos iguales. por ser exteriores que abarcan arcos 
iguales, y sus lados son tambien iguales [xir ser sumas do segmentos iguales. 


B' 



Figs, 199-A > 19*M5 



Analogamente, si trazamos las tangentes por los puntos medios de cada 
uno de los sets arcos iguales, en que ha sido dividida la circunferencia O, 
se forma el hexagono circunscrito A' B'C'D'E' F f que tambien 

es regular y sus lados son respectivamente para lei os a los lados del hexa¬ 
gono inscrito formado ai unir los puntos 
de division. 

En ambos casos, los poligonos ins- 
crilos y circunscritos tienen el mismo 
nximero de lados. 


2.31. TEOREMA 61. l udo poh- 
gono regular ouede ser inscrito en una 
circunferencia 1 ’. 


111ptv h r- ABCDEF f ; i l;. ' 1 

es un poligono regular. 


ABCDEF es inscribible. 


Fig. liOU 


( onstruccion auxilkir. Construya- 
mos la circunferencia O que pasa por 


tres de los vertices A, B y C. Tracemos los radios 0,4, OB y OC. Unamos 
O con D. Se formaran los triangulos l\OAB y A OBC y £\OCD. 













RELACTONES METRIC AS EN LOS POLTGONOS REGULARES 


171 


X>E Mf.HTKACION V 

L ABC = Z BCD (-11 
1 1 = /!' ( 2 ) 


El poligono ABCDEF es- regular por hipdtesis; 
Parser el £\OBC isosceles. 


En los AOAB y A OCD: 
12= L%’ 

Ademas,- AB = CD 

y OB = OC 

A OAB = A OCD 


OA = OD 

La circunferencia O pasa jwr D 
Analogamente probariamos que 
la circunferencia O pasa por E , 

por F, etc, 

ABCDEF es inseri foible 


Restamio (2) de (1). 

El poligono ABCDEF es regular par hipolesis-; 

Radios de la misma cijfeunfe^ncia; 

Por len'er iguales do.s lad os y el angula 

eomprendido; 

Elementos foomdlogos de triangulos iguales. 
Por ser OD = OA = radio, 


Por tener todos su$ vertices sobt'e ia circun- 

ferencia O. 


232. APOTEMA. Se llama apotema de uu poligono regular al seg- 
mento de perpendicular trazada desde el centre del jioligono a utio cualquiera 
de sus lados. En la iiguru 2(H DM es la apotema. 


E 



Fig: 202 


Fig. 20 T 
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La apotema se designs con la letra “a”, acompaiiada de un subindice 
que indica el numero de lados del poligono a que pertenece. 

a 4 represents la apotema del cuadrado, 
a-, representa la ajjotema del pentagono, 
an representa la apotema del hexugono, etc. 


233. CALCULO DE I A APOTEMA EN FUNCION DEI. LADO Y 
DEL RADIO. Sea (Pig. 202): 

BC — 4 (lado de un poligono regular de n lados); 


OH — On (a]x>tema) ; 
OB “ r (radio). 


En el A OBH: 


OB 2 — OH 2 + BH 2 


Pero: BH — ~ A 


(1) 

( 2 ) 


Teorema de Pilagoras. 


OH-a* (3) 

QZ? = r (4) 

Sustituyendo < 2 j, (3) y (4) en i I i, tenemos: 


Iiipotcsis. 


Despejando a 2 : 
Efectuando operaciones: 


On' 


~-W 


a » ” r qr» 


On' — 


4 r 2 — 4 2 


Extrayendo raiz cuadrada: 


/4r= 3 4" 

G »=V —Z-* 


«„ = i V4r= _ 


234. CALCULO DEL LADO DEL POLIGONO REGULAR INSCRITO 
DE DOBLE NUMERO DE LADOS Vamos a obtener una formula que 
nos permita, sabiendo el valor del lado de un poligono regular cualquiera, 
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calcular el valor del lado del poligouo que tiene doble numero de lados, inscrito 
en la misma circunferencia. 

Sea (Fig. 20?): 

BC - l„ (1) 



IgJ = 2 r s — r >/4 r 3 — , 

/. /*, = \J% r 2 — r \/4 r 2 —77- 


235. CALCULO DEL LADO DEL FOL1GONO ClRCtJNSCRITO — 


Sea (Fig. 201): AB = l tl7 A‘8' = L„. 

Construction auxilior. Tracemos el radio 0/4 ± A 7 B Sea H el punto 
donde OH' eorta a AB Como A'B* [j AB 
tendremos que OH sera la apotema del 
poligono inscrito, Unamos O con A* y 
con B\ formandose A OA'B' y A OAB, 

l OA'B' — L OAB, Por ser AB | \ A'BC 

0) 

AB OH 

(alturas homologys de triangnlos se¬ 
me] antes). 


Pero: ~A r W = L« (2) 

~AB^h (3) 

OH? = r (4) 

OH— (5) 



Fig. 204 
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Sustituyendo (2), (3). (4) y (5) en (1), tenemos; 

In a n 

— ——- (6) Extreme de una proportion 

Pern; a« = ^ V 4 ^ (?) 

Sustituyendo (7> en (6), tenemos: 



- V 4 r 3 — A . 2 

2r/#r 


■* V4r=-/?‘ 

236, APLICAC'! ONES , Sabiendo que el lado del cuadrado inscrito 

en una circunferencia de radio r vale r \/2, calcular la apotema y el lado 
del oclagono inscrito en la misma circunferencia. 


Cdlculo de la apotema: 

Dato: U = t\J2 

Incognita: c* — x 


Formulas: „ 


<z* = \ V 4 ^ “ U 1 


a, - 1 r 2 -7r V2)= = — 2^ 


=| 

Cd/cufe Wo dW ocidgono; 

Formwia.- / 2 » — r 2 — r \/4 r 2 — X? 



/ 8 = rx/ir 2 — 


OV^)’ 




= y4r 2 — r\/2^ 
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— v4^_ rV^ 


= >/* (2 — 


V2) 


— rs/b- 


V2 


Calcular la apotema y el lado de un decagono inscrito en ima cir- 
cunferencia de radio igual a 2 m, sabiendo que el lado del pentagono inscrito 

en la inisma circunferencia vale y/lQ — 2V5 

Calculo del lado det decdgono-' 

r — 2 m 


Datos; 


h = y/\Q — 2y/E 


Incognitas: l ^ 10 
\ gtio ; 


Formula .* 4, _ y4 r 2 — r V 4 r2 — £ 


lm =- y4 r 2 — r\/4 r 2 — & 


= V^ 2 2 ^ 2 \X' 2 2 — — 2 Vs] 

= \X— 2\^6 — 10 - 2^ 


= v^— 2V16 —(10 — 


2\/5) 



Cofcu/o la apotema: 


1 


Formula.- a„ =~ y/4 r 2 — Q 


a 10 ^JV4-2 2 - 


! y 4 — 2 v / 6 + 2v / 5' J 































176 


GEOMETRIA PLANA Y DEL ESPACIO 


1 / 


7“-“ 

—2V6 + 2V5 J 


/ ' 

= l V16 — 8 — 2V6 + 2v/5" 



1 <zi(. = ~ \/8 ~ 2V 

6 + 2\/5 j 


237. CALCULO DEL LADO DEL 
HEXAGONO REGULAR. Vamos a 
demostrar que eJ lado del hexagono 
regular inserito en una circunferencia 
es igual al radio. 

Sea el hexagono regular ABCDEF 
inserito en la circunferen- 
cia O de radio r. 

Sea AB = l a y OA = OB —r. 

(v(linos a demostrar que /* = r). 

DEMOMRAcroN En el A AOB’ 

la + zb+ io- iso° rn 

Pero: = = 60° (2) 

o 

Sustituyendo ( 2 j en ■ i ■ tenemos: 

Z A + ZB + f>0° = 180° 
i A + IB= 180° — 60° 

ZA+ £B= 120° (3) 

Pero: lA— IB (4) 

Sustituyendo (4) en ( 3), tenemos: 

lA-^rLA — 120°, ZJ5+ZB^120°. 

2ZA = 120°. 2 LB =120°. 

120 ° , „ 120 ° 



Surna de los angulos interiores de 

un triangulo. 

Angulo central. 

Trasponiendo; 

Efectuando opera clones: 

Por op oner sc a lados iguales ya 
que OA — OB — r. 
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LA — 60° (5) 

ZB = 60° (6) 

Como / A — L B = LO = 60°, results: Comparando (2), (5 ) y (6), a angu- 

los iguales, se oponen lados iguales. 

AB — OA — OB a r 
l n — r. 

En consecuencia, para construir un hexagono regular inscrito en una 
circunferencia dada se toma el radio y se lleva seis veces como cuerda. 

238. CALCULO DEL IADO DEL TRI ANGULO EQUILATERO. — 

Sea el triangulo equilatero A ABC . Otu, inscrito en la circcmferen- 
cia O, const ruido dividiendo la circunferencia en seis partes iguales v uniendo 
de dos en dos. 


Si D es el punlo medio del OAC, el diamctro BD es perpendicular a 


la cuerda AC. 

En el A DAB: 
l A = 90° 

BD 2 —~AB 2 4- AD 2 (1) 

Pero: BD—2r (2) 

AD = U (3) | 

AB = k (4) I 

Sustituyendo ( 2 ), ( 3 ) y (4), en M ): 

(2 r)*=y + 4* 

.\ 4r2=; 3 2 + /„2 (5) 

Pero: U = r (6) 


Sustituyendo ( b ' en ( 6 ) : 

4 r 2 = + r 2 

4 r* — r 2 — 

•\ h — y/^r 2 

h = ry/3 

23Q. LADO DEL CUADRADO- 
la circunferencia O ! . . 


Inscrito «-n uua semitircurifermcia; 
Teorenia de Pitiiigoras. 

Por ser diamelro; 

Construction. 

Efec t u a ado operaciones. 

Por lado del hexagono. 

Desppjando; 

Exirnyendn D rniz cundrada; 

Simplificando. 

Sea el cuadrado A BCD, inscrito en 
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Fig, 207 


Fig. 206 

En el A AOB 



AB 2 = OA 2 + OB 2 

(1) 

Pero: 

AB — / 4 

(2) 

y 

K 

I! 

o 

II 

lo 

(3) 

Sustituyendo (2) y (3) en (1), 

tenemos: 


U* - r 2 + H 



Teorema de Pitagoras, 


u = 2r 2 
h = \/2r- 
h = r\/2 


Efectuando opera ciones; 
Sacando la raiz cuadrada. 


240, TEORF.MA 62. Propiedad del 


O 



LA DO DEL DEC A GO NO REGULAR. 

“El lado del decagono re¬ 
gular iuscrilo en una cir- 
eimferencia es iguil al seg¬ 
ment o aureo del radio”. 


HIPOTESIS: 

En la circunferencia O de 
radio r sea AB = 

gura 208 ) , 


r _ /io 
Jio r — lm 


Fig. 208 


tests: 
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Const rucn on auniliar. Tracemos los radios OA y OB, formandose el 
AOAB. Tracemos la bisectrix BC\ del / B. Se formaran los A-SCO y ABC A, 

dumostkacIon. En el AOAB: 


(1.) Propiedad de la bisectriz. 


OB 

BC 

BA 

CA 

OB' 

— r 

BA 

— ho 

CA 



( 2 ) 

(3) 

(4) 


Sustituyendo (2), (3) y (4), en (1) : 

r _ OC 
/ 1(l " r — TT 


360 Q 

Pero: 10 — = 36° 

10 


(5) 

( 6 ) 


y 

Ademas: 


Zd ™ LB — —~-— = 72° 


a 


/ R 72 ° 

lCBO^^=z~~ = 36° 

Z BCA .= 36° + 36° = 72° 

En el A OCB-. 

OC — BC 
En el A ABC: 

~BC = AB (8) 

Comparand*) (7) y (8 , tenemos: 

OC = AB = l w (9) 

Sustituyendo (0 i on ( 5) . tenemos: 

'r % I 
ho 


no 


Angulo central; 

Por oponerse a lados iguales, ya 
que OA = OB = r. 


BC es bisectriz del Z B por cons¬ 
truction; 

Angulo exterior. 


(?) Por oponerse a angulos iguales. 
Por oponerse a angulos iguales, 
Caraeter transit] vo. 


I 


to 


241. CALGULQ DEL LADO DEL DECAGONO REGULAR INSCRI- 
TO EN UNA CIRCUNFERENCIA. Aplicando el teorema anterior; 

r __ ho 
ho r — ho 


Demostrado; 
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•\ ho 2 — r(r — ha) Producto do uicdios igual a | o~ 

due to d,e extreme^ 

Ito 2 ~r z — rho 

/w* + r/ w — r 2 = 0 Traspoil iendo y ordenaiido. 

Resolviendo esta ecuacion literal de segundo grade: 



—- r ± y/r- + 4 r 2 
2 


— r±y/6 r 2 ~_— r ± r V 5 

“ 2 “ 2 

_ r( — 1 ± y/5) 

“ — z 

. _r(±V5~l) 

" * /l0 “~ 2 

. . _r(V5-t) 

—- ^2 —— 


Sacando f actor comiin r; 
Qrdenando; 

Tomando el valor positive* 
Separando. 


242. TEOREMA 63. P copied ad dee lado del pentagon© regular. 

“El lado del pentagon© regular inscrito 
en una circunferencia es igual a la hipo- 
tenusa de uti triangulo rectangulo cuyos 
catelos son el lado del hexagono y el lado 
del decagono inscrito en dicha circun- 
ferencia 7 '. 

hipoti ;sis: En la circunferen- 
cia O t i l : AB = h; OA — r 

y AC — Iiq. 

tf.sis: Is es la hipotenusa y U y 
Iiq son los catetos de un triangulo rec¬ 
tangulo. 

Construct ion auxiliar. Prolongue- 
Fig. 209 mos Zio por el extremo C, hasta un 

punto D, de manera que AD — AO — r . Desde el punto D, tracemos DE 
tangente a la circunferencia O en E. Tracemos el radio OE 7 que sera per¬ 
pendicular a la tangente DE. Unamos O con D, formandose el A OED, 
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rcctangulo en E. OD es la hipotenusa y OE y ED los catetos de este triangulo* 
Tracemes los radios OB y OC. 

bEMOSTRACION 


En el AOAD y AOAB: 
OA — OA = r 
AD-OB = r 


ademas: 


z OAD = 72° 

<t) 

y /_AOB — 72° 

(2) 

Comparando (1) y (2), 
Z OAD Z AOB 

tenemos: 

AOAD=AAOB 




Ademas: 

AC 2 — AD • CD 

(3) 

y DE 2 — AD CD 

(4) 

Comparando O) y f + i tenemos: 


AC 2 = DE 2 


AC — DE 
DE = 

y OE — U 

Por lo tan to, en el AOED se rumple 
que es rectangulo 

OD — h = hipotenusa 
OE — = cateto 

ED — Zn, = cateto. 


Comun. 

Gmstrut :6n- 

Porque Z AOC = 36° y ser el AAOC 

isosceles. 

> 

Angulo central del pentagon 0 , 

Giracter transihvoj 

Por tener dos lad os iguales e igual el 

angido comprendido. 
Element os honiologos de triangulos 

iguales # 

, 1(' l u , ■ el segment© aurco del rndku 
Propiedad do la tangents y la secante 

Caracter trnn>ittvo. 

Extrayt-ndo Is rah: cuadrae 
Porque por hipotesis os AC ~ /io* 

Por ser OE un radio. 

<-> <-> 

Porque OE. j ED t 


DEL PENTAGONO REGULAR INS- 


243. CALCULO DEL LADO 
CRITO EN UNA CIRCUNFERENCIA . Aplicando el teorema anterior 

tenemos: h z — h 2 + ho 2 ( • 


GEOMETfflA (BALOOftJ - 7, 
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y como — r 


( 2 ) 


y /in “ t> (V5 — 1), sustituyendo results: l 5 2 — r 2 [ ~ {^/5 ’_1) 

L 2 J 


■ 4- = r 2 + ^ (V5 — l) 2 


«»* = »■*+ -£(5-2^5 + 1 ) 

Elevando al cuadrado; 

•=^ + ^(6-2V5) 

Reduciendo; 

_4r 2 + r J (6 —2V5) 

4 

Sumando; 

” 4 

Multiplicando 

10 r* — 2r z y/J 

4 

Redueiendo; 

r 1 (10 — 2\/5) 

4 

Sncando factor comun; 

= 4(10-2^3) 

Separando; 

= (10-2^5) 

Extrayendo raiz cnadrada. 


r f —- 

h =- \/10 — 2\/5 

Jt 


244 CALCULO DEL LADO DEL OCTAGONO REGULAR 1NSCRI 
TO EN UNA CIRGUNFERENCIA, El lado del poligono regular de doble 
mimero de lados esta dado por la formula; 


4» = V2 r- — r V4 r 2 — 4*, 

y como el lado del cuadrado es: 

U = r y/2 

sustituyendo (2) en (1), tenemos: 


(1) 


(2) 
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In — V2 r 2 — r\/4r 2 -—2r* 


= V2 r 2 ~r\/2 r 2 


- V2 r 2 — r 2 V2 


= yr 2 (2 —V2) 

y finalmente, 

4 = rV^-VS‘ 


245. CALCULO DEL LADO DEL DODECAGONO REGULAR INS 
CRITO EN UNA CIRCUN KEREN Cl A La formula que da ei lado del poll- 
gono regular de doble niimero de lados es; 

4, — V2 r 2 — r V4 r 2 —77, 
y como el lado del hex a goo o es: , _ 

' t 


CD 

( 2 ) 


sustituyendo (2) en (1), tenemos: 

/ 12 — yj% r 2 -— r \/4 r 2 — r 2 

= r 3 —- r \/d r 2 

= v^h— 

= V^ 2 (2 — V3) 

y finalmente: 

/i 2 — r y/2 — \/3. 


246. RESUMEN DE 
REGULARES. 


LAS FORMULAS DE LOS POLIGONOS 


Apotema 


^ \/4 r 2 — X? 


Lado del pbltgono de doble numcro de lados 


v4r 2 —rV+ r 2 — X? 
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I,.ado del poiigono eircunscrilo 

Triangulo equilatero 
Cuadrado 

Pentagon© 

Hexagono 

Octagono 
Decagon o 

Dodecagon o 


l - 2rU 
" — In¬ 

ly. — r V3 
l .i — r y/2 

U =2^10 —2V5" 

U = r 

k = r \/2 — V2 

iw=£(v5—i) 

It* — r y4 — V3 


EJERCICIOS 

(1) Calcular la apotema de un cuadrado inscrito en una circunferen- 
cia de 3 in de radio, si el lado del cuadrado mide 3\/2 m. 

3 

/?..* a* = - \J2 m. 

2 

(2) Calcular la apotema de un triangulo equilatero inscrito en una 
circunferencia de 5 m de radio, si el lado del triangulo mide S\/3 m. 

/?.: = 2.5 m. 

( 5) Sabiendo que el lado del octagono regular inscrito en una cir¬ 
cunferencia de 6 m de radio vale 6\/2— \/2 m, hallar el lado del poligono 
regular de 16 lades inscrito en la misma circunferencia. 

7 . . 

R.: l Ui = 6\/2 — \/2 + V2 m . 
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(4) Sabiendo que el lado del decagono regular inscrito en una circun- 
lerencia de 2 m de radio, vale \/5 — 1, calcular el lado del poligono regular 
de veinte lados inscrito en la misma circunferencia. 

/ _ _ _ _ „ 

R.: / 20 _ y 8 — 2V10 + 2V5. 

(5) Sabiendo que el lado del hexagono regular inscrito en una circun¬ 
ferencia de 9 m de radio vale 9 m. hallar el lado del hexagono regular cir- 
cunscrito a la misma circunferencia. 

R.: I n = 

(6) Sabiendo que el lado del cuadrado inscrito en una circunferencia de 

7 m de radio vale 7V2m, hallar el lado del cuadrado circunscrito a la misma 
circunferencia. /I.: 14 in 

(7) Calcular ei lado del triangulo equilatero inscrito en una circunfe¬ 
rencia de 8 m de radio. R- /s Sy/'S m. 

(8) El lado de un triangulo equilatero inscrito en una circunferencia 

mide 2y/3 m. Hallar el radio de dicha circunferencia. R r — 2 m 

(9) Calcular el lado de un cuadrado inscrito en una circunferencia de 

12 cm de radio. R- h — 12\/2 cm. 

(10) El perimetro de un cuadrado inscrito en una circunferencia es 
20 cm. Hallar el diametro de dicha circunferencia. R.: d — 10 cm. 

<11 ) Calcular el lado de un pentagono regular inscrito en una circun¬ 
ferencia de 10 cm de radio. __ _ 

R : & “ 5V10 — 2V5 cm. 

(12) Sabiendo que el perimetro de un hexagono regular inscrito en una 
circunferencia vale 48 cm calcular el diametro de dicha circunferencia. 

d = 16 cm. 

(B) Calcular el lado de un oclagono regular inscrito en una circun- 

ferencia cuvo radio vale \/2 + \/5* m. _ 

n,: Is = V2 tn. 

(14) Calcular el lado del decagono regular inscrito en una circunfe- 

rencia cuyo diametro mide 2 -f- 2\/^m. R-' /to = 2 m. 

(15) Calcular el lado del dodecagono regular inscrito en una circunfe¬ 
rencia cuyo radio mide 2 + V-3 cm- f~~ -~ 

/?..■ /is “ \/2 H - Vi cm. 
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•V 


CONSTRUQCIONES GEOMETRICAS 

(1 Construir un triangulo equilatero. 

(2) Construir un cuadrado. 

(3) Construir un pentagono regular, 

(4) Construir un hexagouo regular. 

(5) Construir un eptagono regular. 

(6) Construir un octagcno regular. 

(7) Construir un eneagono regular, 

(8) Construir un decagono regular. 

(9) Construir un dodecagono regular. 

CIO) Construir un pentedecagono regular. 






Las imagenes contenidas en esfa lamina muestran 
semhlanzas geometricas en la Geoquimica, la Sis- 
mografia y la Oceanografia, ciencias auxiliary de 
la GEOLOGiA. De izqulerda a derecha; «Unidad 
fundamentals de los silicatas, bassca en la arqui- 


tectura de la eorteza terrestre. En las Otros das 
graflcos, < ondcss sismicas» direcfos (D) y refleja- 
das |R} r de forma «parab6tica» y esquema del 
peifil de una ola. La V indica la direction del 
vtento y L/2, Ja mitad de la longitud de la onda. 



Poltgonos semejantes. 
Medida de la circunferencia 


247. POLIGONOS SEMEJANTES. Dos poligonos tales como ABODE 
y A'B'C'D’E* ■ 2Hi' $e dice que son semejantes si en ellos se 

cum pie que: 

lA=lA'i L&=lV y IC=IC' ; LD-LU\ LE=L&\ 

y ademas: _ 

AIL - J£± - ALL = PIL 

A'B' “ BV f ~ CD' WW’ 

Es decir: “Dos j^olliiono- son semejantes t uando tieru'n sus dngalos criteria- 
damente igudles y sw /dfaf homplogos proportionates”. 
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Se llaman lados homologos en dos poligonos semejantes a los lados que 
unen los vertices correspondientes a angulos iguales. 


Pigs. 210*1 y 210-2 


248. OBSERVATION IMPORT AN TE. Debemos seiialar la siguiente 
diferencia entre la semejanza de triangulos y la de poligonos en general: en 
los poligonos no basta que los angulos del uno sean ordenadamcnte iguales 
a los angulos del otro; tamjx>co es Suficlente que tengan sus lados proporcio- 

nales. fcs necrmrh que se cum plat: f<: : ■ io . tonditinnes. 


0 P 




Figs. 211-1 y 211-2 


Ejemplos; 

1) El recta ngulo A BCD y el cuadrado MNPQ tienen sus 

angulos respeciivamente iguales (todos son rectos) pero no tienen sus lados 
proporcionales. Por tanto antt 
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2) El reclangulo ABCD y el paraleiogramo RFGH (Fig. 212) tienen 
sus lados proporeionales, ya que: 

ZM„3 AB 6 3 . , 

EH ~ 2 1 y EF ~ 4" I ~ > 

j*ero no tienen sus nngulos respectiv ament e iguales. Por tanto no son 

semejantes. 



Figs. 212-1 y 212-2 

En consecuencia. para que das poligonos scan semejauti-:-. es necesario 
que se cumplan estas dos condiciones: 

l 9 ) Que tengan ms dngulos respeetiirnmenie iguales. 

2*) Que ms lados seun pro pore ion ales. 

249. TEC) REM A 64. ‘*Dos poligunos regulares del mbino numcro de 
lados son semejantes*’. 



Figs. 213-1 y 213-2 

iimm-sis: Los poligonos ABC -- y A'BfC’ • • 
nos regulares de n lados. 

ABC ~ A'B'C 



C’ 


(Fig. 213), son poll go- 


TESTS: 


















190 


GEOMETRIA PLANA Y DEL ESPACIO 


Die iVIGSTR AGIO N: 

LA~ LB — 1C — (i) 

LA’= L& = / C' == • ■ * ( 2 ) 

Pero: lA=z LA’ = (3) 

Comparand© (1), (2) y (3), teneraos: 
lA— LA* = IB — lB f = 1C — 1C'” 


El poligono ABC ■ * • es regular 
jx>r hipdtesis; 
El jKtligoiio A'B’C • ■ ■ es regu¬ 
lar por hipotesis. 
Valor del angulo interior de un 
poligono regular de n lados, 

Caracter transit! vo. 


Ademas: AB — BC ~ CD "= ■ ■ • 


y A'B' = B'C = CD' = --■ 


(4) 

(5) 


Dividiendo ordenadamente (4) y (5) ; 


AB _ BC CD 

A/B’ WU ~ CD' ~ 
Por tanto: ABC - ■ ■ ~ A'B'C’ ■ ■ * 


El poligono ABC ■ ■ • es regular 

por hipotesis; 
El poligono A'B'C • - • es regu¬ 
lar por hipotesis. 


Como quedamos demostrur. 


250. TEOREMA 65. Relacion entre las apotemas, los radios y los 

LADOS DE LOS POLIGONOS REGULARES DEL MIS MO NUMEHO DE LADOS. La “razon 
de los lados de dos potHgonos regulates del mismo niimero de lados es igual a 
la razon de sus radios y a la razon de sus a pot etnas”. 



Pigs. 214-1 y 214-2 

Los jKjiigonos ABC -- y A'B'C' • ■ * . ‘ \ u son poligo- 

nos regulares de n lados. 



AB ~ 1 )- lados; 

A'B 1 = f I 


OH-=a ( 

> apotemas; 

CfTr — a' ) 



radios. 
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TESIS- 


l 

7 


r 

7 


a 


a 


Construe cion auxiliar, Tracemos 
A OAB y AO'A'B 


los radios OB y O’B\ formandose los 


DEMOSTKAGION. 

En los AOAB y AO'A'B': 
OA^OB 


O'A' ~ O'B' 

Dividiendo (1 ) entre ( 2) , tenemos: 


( 1 ) 

( 2 ) 


dadi:>■■■ d<* i!na imstna nrcimfereneii*; 


OA_ 

~OA! 


OB 


Ademas: 


O'B' 
lO= /O' 


A OAB ~ AO'A'B' 


T 

L 

1 


r 

7 

a 

7 


( 3 ) 

(4) 


Comparando (3) y (4), tenemos: 

Ira 

r ~ r* ~ d ’ 


Angulos centrales rle poligonos regu- 
lares del mismo nuinero de lados; 
For tener im artgulo igual y propor- 
cionales los lados quo lo forman; 
Ladds homologos de triungulos se¬ 
me jantes; 

Alturas homdlogas de triarigulos se- 

mejantes. 

Como queriamos demostrar. 


251. COROLARIO. La razon entre el perimetro de un poligono regular 
y el radio, o el diametro, de la circunferencia circmnscrita, es constante para todos 
los poligonos regulares del mismo numcro de lados. 

nrivVn-.-sis: ABC • y A'B'C' - son poligonos regulares de n lados. 

P P t P P' 

TBsis* 7 ~ 7 ' 7 ~ 7 ' 


BEMOSTRACION. 

I r 


r ■ 

n l 

7F 


r 

7 


T ■ srerna anterior; 

(1) Multiplieando por n los terminos de la 

prim era razon. 
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Pero: nZ = P 

(2) 

K 

II 

^4 

c 

(3) 

Sustituyendo (2) • y (5) 

en (1); 

P r 


P' “7" 


P 2 r 

* ' F 2 r' 

(4) 

II 

* 

(5) 

Pero: 2 r — d 

(6) 

II 

K 

(7) 


Sustituyendo (6) y (7) en (5): 
_P _ P' 
d d* 


Multi plieando por 2 los terminus de la 

segunda raz6n; 

Intercambiando los medics. 


Come queriamos demost rar. 


2 ) 2 . TEOREMA 66. l *En una circunfcrcncia cl pcrinictro de un poll- 
^ono regular inscrito de 2 n lados es mayor que el perimetro del poligono regular 
inscrito de n lados. 


ABCDEF es un poligono regular de n lados ins¬ 

crito en la circunferencia 0. 

AMBNCPDQ .es el poligono regular de 2 n lados inscri¬ 

to en la circunferencia O. 


AM -f MB + BN -j-> AB + BC + CD + 


D 



N 


D 



XN/M 


c 

p 

0 

B 


Fig. 215 


Fig. 216 
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253- TEOREMA 67. “El perimetro de un poligono regular circunserito 
de 2 n lados, es menor que el ptrimetro del poligono regular de n lados, cir- 
cunscrito a la misma circunferencia. 

HivrV. r ; ; ABCD **• 1 2! es un poligono regular de n lados cir- 
cunscrito a la circunferencia O, 

tes ; : MN 4- NO + OP 4 - PQ + * * * AB + BC + CD 4 - ' 1 ‘ ■ 

NOT A, Las demos traciones de los teoremas 66 y 67, las dejamos ai alumno- 
Recuerde que: “La menor distancia entre doi punter, es el segments que las une”, 

254. LONGITUD DE LA CIRCUNFERENCIA, Observemos que al du- 
pliear cl numero de lados, el perimetro de un poligono regular inscrito en 
una circunferencia aumenta y el peri metro disminuye cuando el poligono es 
c.ircunscrito. 

jrsiiplo. Sea el triangulo inscrito A ABC (Fig. 21 r y el circuns- 
crito A A'R'C* a la misma circunferencia. 

El perimetro del triangulo inscrito Pa es menor que el perimetro del 
triangulo circunserito P'3, es decir: P 3 < PV 

Si duplicamos el numero de lados de ambos pollgonos tendr*»mos nn 
hex a go no inscrito y otro circunserito 
y en ellos rcsultara: 

P« < PV 

Notese que P ha aumentado (P 6 > P 3 ) 
y que P' ha dismimrido (P'« < P':»)^ 

Esto,expresado matematicamente y res- 
tando ordenadamente, seria: 

P's > P'0 
P3 < Po 

P' 3 = P 3 >P'o — P« 

Analogamente resultaria: 

P* 0 Pfi>P' 32 — P12 

P'n ~ P12 > P'n — P24 

P'24 — P3 4 > P'48 — P48- etc. 

Es decir, a medida que se va duplicando el numero de lados de los 
poligonos inscritos y circunscritos, la difercncia entre sus perimetros se va 
haciendo cada vez mas pequeha, llegando a ser tan pequena como se quiera. 

Si el numero de lados de estos poligonos contimia duplicandose inde- 
finidamente, la diferencia entre ambos perimetros tiende a cero. En 


C’ 
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matematicas se dice que ambas sucesiones P :t , P«, P VJ y P' :[ . P’ (l , P' t2 ■■■ 

de perimetros tienen un limite comun 
el cual se llama Ion git ud de la cir- 
cunferencia. 


255. RELACION ENT RE LA 
AnnrrpVT 4 Y EL RADIO Observe- 
que a medida que se 
numero de lados de un po¬ 
ll gone inscrito, la apotema se va hacien- 
do cada vez mayor y acercandose inde- 
finidamente al valor del radio. El radio 
del poligono no varia y siempre es 
igual al radio de la nrcunferencia cir- 
eunscrita. 


Fig, 213 





256. TEOREMA 68, Propor cion ajid ad entrf pas ixinoitudes de cib- 
cuivferencias. y sus radios o diametros, “La razdn de las longitudes de dos 
circunferencias cualcsquiera cs igual a la razdn dc sus radios y de sus diametros” 

D 


B' 

A" 

A Figs. 2 * 9- T y 219-2 

ft*. Sean C y C' las longitudes de las circunferencias O y O' 


de radios r y r* y diametros d y d'. 


C _ r __ d 

T,; ' ,s: y 

Cons/ruccion auxUiur . Inscribamos en cada una de esas dos circunfe¬ 
rencias un poligano regular, ambos del mismo numero de lados. Sean ABCDEF 
y A'B'C'D'E'F' esos poligonos y sean P y P' sus perimetros. 
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Porqtie la razon de los perimetros de dos poligonos 
regulares del raisinq numero tie latlos es igual a 
la razon tie s us radios (por scr los 1 pollgonos se- 

mej antes V. 

Povque la proptircionalidad anterior se cumpie 
•cualquiera que sea el numero do lados del poligono. 

Por definicion tie kmgitud de circuit ferencia. 


Sustituyendo (2) y (3), en (1), tenemos: 




C r 

C ~ r r 

(4) 

Multi pi icando 

por 2, los dos term in os de la 2* razon: 

C 2r 

C ~ 2/ 

(5) 


Pero: 

2 r = d 

m 


y 

2 r’ = d! 

(7) 

Sustituyendo 

(6) y (7) en 

(5), tenemos: 

C d 

a ~ d r 

(8) 

Comparando 

(4) y (8), tenemos: 

C r d 

c 7 ~7 r ~d r ' 



DEMOSTUAOION: 


P 

P f 


r 

~ 


lim P _ r , ,, 
lim P'~T (1 


Pero: lim P — C (2) 

y lim P* ~ C (3) 


257. COROLARIQ “La razon cntre la iongifud de una circunferencia 
y su diamelro, es una cantidad cons I ante” 

: Scan C y C las longitudes de las circunferencias O y O' 
de diametros d y d\ 


TEST$ 

>:>?■ '■n 

c__ d 

c ~ d r 

c 

d~ d r 



Teorema anterior; 


Intercambiando [os medios 
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238. EL NUMEROJT. El valor constants tie la razdn de la iongitud de una 
circuiiferencia a su diametro, se represents por ia letra griega n (pi). Es decir: 

C 


a 


= n. 


Este numero n, es un numero irrational, es decir, no se puede expresar 
jjor ningun riuniero entero o fraccionario. Se ha calculado con muchas cifras 
decimales v unos cuantos valores aproximados son los siguienles: 

22 


71 = 


ji — 3.14 
ji ~ 3.1416 
355 
Jt ~U5 

n = 3,1415926535.* 

Generalmente se usa el valor .3.14 o 3.1416. 

259. CORQLARIQ. "La Iongitud dr una circunferencia es igual al duplo 
de ft, multi plica do por d radio”. 


DEMOSTRACION: 

i** 

C = 7t d 

y como: d — 2 r 


For defmicidn; 

(1) Despejando C; 

(2) Definition; 


sustituyendo (2 ) en () ! , tenemos: 

C = 7t(2r) C = 2n r. 



Fig, 220 


260 CALCIJLQ DE LA LONGT- 
TUD DE UNA CIRCUNFERENCIA. 
Hal lar la Iongitud de la circunferencia 
cuyo radio vale 6 cm. 

Formula: C — 2 n r 

C- 2 X 3.14 X 6 

C ~ 12 X 3.14 

C = 37.68 cm. 

261. LONGITUD DE UN ARCO 
DE CIRCUNFERENCIA DE n°. Si 
(7 — 2 ji r es la Iongitud de la cir- 
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cunferencia (360°) la longitud del arco de t sera porque 1 es 


de una circunfereneia, .■> 

Y la longitud, /, de un arco de n° sera: 
2 « rn° 


l- 


360 e 


n rn 

l = . nng- 


T8fV 


S iniplif icarido 


262 CALCULO DE VALORES APROXIMADOS DE m Tomando 
r — calculemos los perimetros de Ips hexagon os regulares inscrito y 

circunscrito. 


Pq — 6 Iq, 

P e = 6 X 1 = 6. 


INSCRITO- r=i,U — r 

/q — 1 

2 T /fl 

CIRCUNSCR1T0S. U ~ ^ 


T 2X1X1 __g_—1.1647 

V4X 1 - —l 7 V3 3 

P't= 6 U = G X 1 -1547 = 0.9282 
Valores aproximados de at: 

P_6_3 > = 6 ; 9282 e= 

4 ” 2 - y d 2 

Duplicando el numtro de lados de dichos poligonos, obtendriamos para 
el dodecagono: 


Formula: L n — \/4 r 2 — r y/At r 2 — l,r 

h 2 = \/4 —\/4^T 

_ V2 — VT= V2 —1.7381 = VS1679 
= 0.5176. 

P t2 - 12X0.5176 = 6.2116. 
Analogamente para el circunscrito, tendrtamos: 

P'y. - 12 x £12 = 12 X 0-5358 = 6.4307. 
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Valores aproximados de re: 

p _ 6.2116 _ P ' 6.4307 a 

d ~ 2 ~ y ~d —2—*“ 32153 ' 

Continuando este proceso podriamos forma r el siguiente cuadro: 


Numero 
de lados 

POLXGONO INSCRITO 

I P()LIG ONO CIRC t JNSCR1 TO 


In 

P 

P 

d 

£, 

P' 

P f 

d 

6 


6 


S4547 

6.0282 

3.1*64 

12 

0.5176 

6-2-116 

■- 11 >58 

0. % 358 

6.4307 

3.2153 

24 

0-2610 

(-2652 

34 526 

0,2633 

63103 

3.1506 

48 

04 >08 

6-2787 

1 39 5 

0-1310 

6.20; 

34 460 

96 

0-0654 

6-2820 

3-1410 

0.0654 j 

■ 1.2854 

3-1427 

192 

tv V27 

6*2820 

34 M 4 

0.0327 

6.2837 

3.1418 

384 

0*016 > 

6.2831 

V i 415 

0.n [M 

6.2833 

34416 ; 

76 8 

0-0081 

6.28 VS 

34 415 

0.0081 

(>.28 32 

34416 1 


P P f 

Las razones — y — tienden al valor de re. 

Comparando las tres primeras y tomando las eifras comunes, tenemos 
el valor re = 3. 

Comparando las tres siguientes tenemos re = 3.1. 

Comparando las razones correspondientes a los poligonos de 96 lados, 
obtenemos re = 3.14, 

Continuando este proceso, podemos obtener el valor de re con la aproxi- 
macion que se desee, Este metodo m conoce con el nombre de “ metodo de 
los perimetros 

Como puede observarse, el metodo es muy laborioso. 

263 METODO GRAFICO PARA RECTIFICAR APROXIMADA- 
MENTE UNA Cl RCUNFERENCIA Rectificar una rircunferenda es ob, 
tener un segmento rectilineo cuy£» longitud sea igual a la de la curva. 

1) Tracemos un diametro AB : Fir,. '■ .. 

Por A, tracemos la tangente. 

U Sobre dicha tangente y a partir de A tomemos tres diametros. Se 
obtiene el punto E. 
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e: 


e 



d 


d 


d 


Fig 221 


4) Tracemos Z BOF “ 30°, 

5) Bajemos FD X OB. 

6) Unamos D con E. DE es la soluci6n del problems. 

264 JUSTIFJCACION DE LA CONSTRUCTION ANTERIOR 

En el A AED\ 

(SE)idClA) 4 H-C^5)* (1) de Piaigara - 

Pero: AD = AO + OD (2) ' ; ; n . 

Sustituyendo (2) en (1), tenemos: 


(DEf-=(EA) 2 -h (AO + OD) 2 (3) 


Pero: EA = 3 d = 6r 


AO = r 



(4^1 Constmccifin; 

(5) 04& struct: inn. 

(6) Apotexna de mi hexagono 


inscrito ; Z DOF 30°. 


Suslituyendo (4), A y ’ , en , tenemos: 



= 36r* + r*+r’v'3 + + 


5 

= r* (36 + 1) \73‘ + -r if und ' on. "actor comunj 

T 


= r 2 {36 + 1 + 1.73 + 075) 
— r* (39.48) 

= 39.48 r 2 
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DE- = V39-48 
= V39.48 - t 
— 6.28 r 

~2 X 3,14 X r = 2« r. 

EJERCICIOS 


1 ! Los lados de dos poligonos estan en la relacion 2:7. <;Se puede 
afirmar que son semejantes? ^Por que? 

Na Italta la igualdad do los angulos. 

v) Dos epLigonos son equiangulos. ^Se puede afirmar que son se- 
me,antes? <Por que? R, No Falta la pmporcionalidad de los lados 

• Dos rectangulos son semejantes. Los anchos respective)* son 16 
y 24 metros y el primero tiene 30 m de largo. <Cual es el largo del segundo? 

R: 45 m 

' Los lados de dos decagonos regulares miden 3 y S m. Hallar las 
razones de: a) sus lados; b) sus peri metros; c) sus radios; d) sus dia- 

metros; e) sus apotemas. c= — _L = A — fL — 3 

t P r' d’ of ~ 5‘ 

(5) En una circunferencia de 10 m de diametro,el lado del poligono 
regular de 48 lados, inscrito en la misma, mide 1.3 m. Calcular el lado 
de otro poligono regular del mismo mimero de lados, inscrito en una circun- 
ferencia de 12,5 m de radio. R: 3 25 m 

if> > El perimetro de un poligono regular de 96 lados mide 31,2 m 
X $u radio 10 m. Calcular el radio de otro poligono regular del mismo mimero 
de lados, si uno de estos lados mide 4.5 m. p . ] g m 

Hallar la longitud de una circunferencia cuyo radio mide 9 cm. 

R: 56 54 cm 

(8) Hallar la longitud de una circunferencia cuyo diameiro mide 15 cm. 

R: 47 12 cm 

( f i) Hallar el radio de una circunferencia cuya longitud es 628 cm. 

R- 1 m 

(I'm Hallar el diametro de una circunferencia cuya longitud es 424 m. 

R: 1 34 96 m 

i ‘ i Hallar el radio de una circunferencia cuya longitud es igual a la 
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suma de las longitudes de dos circunferenda.s cuyos radios miden 6 m y 12 m. 

R.: 18 m. 


(12) Hallar la longitud de una circunferencia circunscrita a un triangulo 

equilatero de 36 m de perimetro. /? 8\/3 n m. 

(13) Hallar la longitud de una circunferencia inscrita en un cuadrado 

de 20 cm de lado. R- 62.8 cm. 

(14) Hallar la longitud de una circunferencia circunscrita a un cuadrado 

de 20 cm de lado. Mj 20\/2 cm. 

(15) Hallar la longitud de un arco cuya amplitud es de 30°, que perte- 


nece a una circunferencia de 10 cm de diametro. 


R.: ~ 7t cm . 
o 


(16) ^Cual es la amplitud del arco cuya longitud es 5.23 cm si pertenece 

a una circunferencia de 20 cm de radio? 6 15°. 

(17) Calcular el radio de un arco cuya amplitud es de 20°, si su 

longitud es de 2.79 cm. R- 8 cm. 

(18) Hallar la longitud de un arco de 3° 20' que pertenece a una cir¬ 
cunferencia de 10 m de radio. 76. 0.58 m. 


(19) Hallar la longitud de un arco de 5° 2' 8" 
circunferencia de 2 m de radio. 


que jiertenece a una 
R.: 17.5 cm. 


(20) Hallar el perimetro del segmento circular limitado per el lado 
del triangulo equilatero insert to en una circunferencia de 4 cm de radio. 

R.: 15.3 cm. 

(21) Hallar el ]>eriraetro del segmento circular limitado por el lado del 

cuadrado inscrito en una circunferencia de 3 cm de radio. ft.: 8.94 cm. 

(22) Hallar el perimetro del segmento circular limitado por el lado 
del hexagono regular inscrito en una circunferencia de 5 cm de radio. 

R.: 10.23 cm. 

(23) La longitud de un arco que pertenece a una circunferencia de 4 m de 

radio, es igual a la longitud de un arco que pertenece a una circunfe¬ 
rencia de 10 m do radio. Si el primer arco es de 36°, j?cu4 ntos grados tierie 
el segundo arco? R -' 14° 30', 

(24) El arco n BC se ha trazado haciendo centro en A. El arco n CD 
se ha trazado haciendo centra en B, 

Si AR = 5 cm, calcular la longitud de la curva BCD. R 15 jt cm. 
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B 


EjtT. 21 

Si el radio de la circunferencia O es r T ^cual es el perimetro de 
la “lunula” A BCD? R.: P- 2+ Yl „ r. 














2b5- SUPERFICIE' La superfine se refiere a la . Hay superficies 

rectangulares, cuadradas, circulars, etc. 

26(> AREA- Es la medida de uua superficie, El area se refiere al 

26 ?. MEDIDA DE UNA SUPERFICIE Para efectuar la medida 
de una superficie se toma como unidad un cuadradu que tenga por lado 
la unidad de longitud, 

En la practica el calculo del area de una figura se efectua indirec- 
tamente, es decir, midiendo la longitud de algunos de los elementos de la 
figura y realizando ciertas operaciones con dichas medidas. 
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■ irmtis reales e imagmarias geometrical en la 
C-eacion. (Seres inorganicos), En los minerales y 
sens los cristales que los constituyen nos presen- 
an formas geometricas perfectamente defsnidas 
imples o combinadas, En la ilustracion N." 1 = 


= crista les cubic os de galena. 2 = Rombo-dode- 
caedro en un crista! de granate. 3 ~ Escalenoedro 
en un crista I de calcita. 4 = Pentdgonododecaedro 
en un cristal de pirita. 5 = El romboedro combina- 
do con un prisma trigonal en cristales de cuarzo. 
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268. -SUM A V DIFERENCIA DE AREAS, El area de una figura que 
sea suma de otras dos es igual a la suma de las areas de estas otras. 



El area, A, del trapecio 
ABCD que es suma de los 

triangulos A ABC y l\ACD es igual 
a la suma de las areas A\ y /L de los 
dos triangulos. Es decir: 

A — A i -|“ A *, 

Analogamente, si una figura es igual 
a la diferencia de otras dos, su area es 
igual a la diferencia de las areas de 
estas otras. 

En la figura anterior: 

A i — : A — A<t. 

Son las que son iguales o pueden 

figuras equi- 
area 


Fi s . 222 

269. FIGURAS EQUIVALENTES . 
obtenerse eomo suma o diferencia de figuras iguales. Todas las 
valentes tienen igual area. Red procam ente, si dos figuras tienen igual 
se dice que son equivalentes. 



Figs, 223-1 y 223-2 

l 1 - . Sea A\ el area de la superficie ABCD. 

Sea A * el area de la superficie A'B'C f D'. 

Si A x — A- 2 , las dos figuras son equivalentes. 

270. CARACTERES DE LA EQUIVALENCIA DE FIGURAS, La 
equivalencia de figuras goza de los tres earacteres generales de las 
igualdades. 













AREAS 


2m 


1) Car deter idenJico; A es equivalents a A. 

2) Car ocier redprom; Si A t es equivalent© a entonces A a eg equi¬ 
valent© a Aj. 

3) Cardcter jransUivo: Si A t es equivalente a A y A es equivalent© 
a A-j entonces A\ es equivalente a A-j. 


271. TEOREMA 69, Area del bectatvgulo. “Si dos rccdnguk* 
ttenen iguai base e iguai altuia, son iguales”. 



hjeotesj : ABCD y 


AB — A'B' bases; AD — A'D alturas. 


tesis: 


ABCD = A'B'C'D'. 


DEMOSTKACTON ' 


Llevemos el rectangulo A'B’C'D' sobre 
el rectangulo ABCD , de manera tal que 
A B ' coincida con su iguai AB, coinci- 

diendo A' con A y B' con B. Posiiuado del movimiento. 


A'D’ seguira la direccion de AD. 
D' coincidira con D. 


Por ser Z A — Z A' = 90° par hP 

pdtesis. 

A'D' -- AD par hipotesis; 


iy<y seguira la direccion de DC y B'C 

seguira la direccion de BC. For ion puntos By D sola rma He pue- 

de pasar una perpendicular a los 
lados AB y AD, respeedvamente. 
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Por tanto: C coincidira con C. I>» r«r<'Sii> Memento -«• corluu c?u 

an punto. 

ABCD — A'B'C'D* > ■ juc super! ta-stos coinudru. 


272- TEOREMA 70 - “Si dos rectangulos titnen iguales las bases, sus areas 
sou proporcionales a las alturas". 

: ABCD y A'B'C’D' son rectangulos de areas A y 

A'; bases AB = A'B' y alturas AD y A'D* 

A AD 

TFSIS; -— 


D 


u 


u 


u 


D’ 



A' A'D* 

OEM OSTH ACTON ; 

Sujxmgamos que los seg- 
mentos AD y AD* admi- 
ten una unidad comun de 
medida “m” (consideran- 
do sol amente el caso con- 
mensurable). Supongamos 
que esta unidad esta con- 
tenida m veces en AD y 
n veces en A'D*. Enton- 
ces tendremos: 


B 


AD = mu 
A'D' = nu 


AD 


>25-1 


225-2 


_ m 

TW~~n 


( 1 ) 

( 2 ) 

(3) 


Por los puntos de division traeemos paralelas en ambos rectangulos 


a AB y A'B'. 

Los rectangulos ABCD y A'B'C'D* quedaran divididos en m y n rectaii- 
gulos iguales respectivamente, Sea r el area de estos rectangulos. Tendremos: 

A — mr (4) y A' — nr (5) 


A 

A' 


m 

n 


(6) 


Comparando v , tenemos: 


AD 


A 
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273. TEOREMA 71. “Si dos rectangulos tienen las alturas iguales, sus 
areas son proporcionales a las bases”. 

La demostracion es analoga a la anterior. 


274. TEOREMA 72. “Las area* de do, rectangulos son proporcionales 
a los producto., de sus bases por sns altnras”, 

D C 



Figs 226-1, 226-2 y 226-3 

: ABCD y A f $CD* (Fig. 226;,, son rectangulos de areas 


A\ y As, jr bases AB = b y A'B' = b’ y AD = h y A'O' “ h? 

A l bh 

TF -IS ; - — .- ■ . 

A-2 b' k 

Construction auxiliar. Construyamos el rectangulo A"B"C”D" de ma- 
nera que A/W 7 — ~AB = b y A"D" = A’D f ~ H. Liam am os A a su area. 

D j: M D S TRAC id 1ST . 


Comparando ABCD y A"B”C ,f D tr -. 

Ai _ h 

~A~V 

Comparando A'B’C'D' y A ,f B”C”D ”: 

a* y 

A b 


(1) Por tener bases iguales por 

construct-ion 

(2) Por tener alturas iguales por 

construccion 


Dividiendo ordenadamente - y 1 -•), tenemos: 


Ai h 

~A W 

a*~ y_ 

b 


A 

















ro 
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AiA bh 

A-iA . b' h' 

Ax _ bh 


275 . TEOREMA 75 . “'El area tie un rcctangulo ci igual a| producto de 
su base por su altura”. 

; j r g ea ^ e i £rea del rcctangulo ABCD Fig. de base b 

y altura h. 

ti.sis; A — bh . 




Const niccion mu Hurt. Construyamos el eit ad ratio A'B'C’D' cuyo la do 
mide la unidad de longitud; es decir b' = h' — 1. Este cuadrado sera la uni- 

dad de area, es decir A t = 1. 


D 



DEMGSTRACroN { 

b h 


A 

Al 


b' h' 


(1) 


(porque las areas de dos rectangulos 
son proporcionales a Ibis produces de 
las bases por las a! turns) . 

Fero: Ai — 1; fr'— 1; ft' = 1. 

([K>r constmccion ) , 

Sustituyendo estos valores en i I : 
A__ bh 
J ~ l X 1 ’ 


Kill 228 


A — b h. 
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276* COROLARJO. “FJ area del cuadrado cs igual al cuadrado del lado'. 


isipjTv ABCD es un cuadrado a 1 de lado l. 

tests: 


DE MGSTTlAC.IO'N* 

A = IX l 
A = / 2 


A = l 2 . 

(1) Pur .ser e! cuadrado tiii rootangu . 


277. TEOREMA 74. Area dpi, parai.ptooramo “El area de un para- 
Idogramo c> igual al pro- 
due to de su base por su 

altura’* n C 



f F TPOTESIS: 

ABCD (Fig, 229) es un 

paralelogramo; 

AB — DC = b = base; 

DE — h — altura, 

T!-:;u>: A = bh. 

Construction auxiliary 

Prolonguemos AB y trace- 
mos las perpendiculares Cb y DE. Se formaran los triangulos rectangulos 
A AED* A BFC y el cuadrilatero EFCD. 


JDEMOSTRACION: 


A — A 

ABCD DEFC 


+ A AE!>— A BFC 


En DEFC : 

de\\cF 

DEFC es un rectangulo 
Pero: W = DC = b 
y DE =r h 

* * A defc ^ ^ 

En A AED y A BFC: 

lE — lF= \B 

Ua-cb 

DE — CF 


(1) Por suma y rests de areas. 

Por mo; airl>a . ] >e r period cl dare-'- • • 

Por delink: ion; 


(2) Area del rect>m«iilo, 

; \)> Com; truer ion; 

Ln'dos opuestos de un paralelogramc^ 
Paralelus evilre parak’las; 
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&AED = ABFC rV; loner 'guaifs la hipnleiiusa 

un cateto 

.*. Aabd = Ann- (3) 1,- fig&as iguai -s m- qurvdonn* 

* • — bh-\- A BfC A BfC 

-(4, = b • h 


278. TEOREMA 75. Area del tri angulo. “El area de un trianguio 
es igual a la mitad del producto de su base por *i» all lira . 






TllPOTF.Sls: 

A ABC (Fig, MO! es un 
triangulo de base AB = b 
v altura CD — h. 


TESli : 


A s 


flSiruccion riu i itiar , 
jrtice C, traceraos 
una paralela a AB y por 
el vertice B, tracemos una 
taraiela a AC. Sea E e) panto en que se cortan dichas paralelas. Se forma 
d cuadrilatero ABEC v el A ECB. Tracemos la altura BF del A ECB. 


df.'mosth acton ■ 

A'a 0£ — A ab£C A ecb 
ABEC es un paralelogramo 

y AB-b 

CD ==■ h 
AaufjV — b ■ h 


1 >ii rend;i de areas; 

CE \\~AB y HE 0 ~AC por cons* 

f rucd.on ; 

For hipdtesisj 


Ademas: 

En los triangulos A ECB y A ABC-. 
BC-W 
~AC = EB I 

AB = W t 

A ECB = A ABC 

A mm = Aahc ("^ 


1 .ad" i < :iiui ; 

I ado - ; Li ;; - de irn para It■ * 

l’i,i icni'E Ur* tres 'nth.-, iguale ; 

Figures iguales lioneti areas iguales; 
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Sustituyendo (2) y (3), en (1): 

-A 4 HC ,== £ A--/C-Utf 

4~ no = b h Tra*;>ojiien<ln; 


’ * 2 A a Re = b ' /z 

> 6 /i 

• * —g— 


Siirnai'do; 

■■'■■■■ - : ■'• ;- : 5 do; 


b h 

2 


Llaniando A el area del. l\AJK\ 


2,79. CO LOR A RIO L “Las areas de dos triangulos son proportionates a 
los product os de las bases por las alturas”. 



fogs. 23 M 




HIPOTE-si^: 

Tr.ro-: 


ABC y A'B’C . ) son dos triangulos de bases b y b r 

y alturas h y h r . 

At = bh 
b' h' ' 


uiiMOSThACio - Las areas de los triangulos AABC y A A’B’C son: 

a. bh M> A b'ti 

A ' — C 1 ) A v = — (2) 

Dividiendo (li y (2), tenemos: . b h 

At IT _ bh 

Aj ~ YE"” ' 

2 

280. COROLARIO 2. “Las areas de dos triangulos cuyas bases son 
iguales, son proporc ion ales a sus alturas >' si las altiuras son iguates, son pro¬ 
portionates a las bases’' 
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GEGMETRIA PLANA Y DEL ESPACIO 


a) 

Si b ~ b\ de la igualdad: 



II 

ler, corolario; 

se 

deduce: . , 



A i h 

Simplificando. 

b) 

Si h — h\ de la igualdad: 



At bh 

A 2 “ V h' 

ler. corolario; 

se 

deduce: , 



Ai & 

= 

Simplificando. 


281. COROLARIO 3. “Si das 

son eqtiivaleutes”. 

De la igualdad: 

Ay __ bh 

"fe-VTt 

si b = b f y h = h% resulta 



A\ —■ A-> 


282 TEOREMA 76. “Si d< 
son proporcionales a ios product os 


triangulos liencn igual base c igual altura 

ler. corolario; 

Simplificando; 

Trasponiendo. 

triangulos tienen un angulo igual, sus areas 
de k» lados que forman dicho angulo". 



B' 



Figs. 232-1 y 232-2 
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! j j potE si; En los triangulos ABC y A'R’C se verifies 

que Z A — Z -4'. 


TESIS: 


b_c 

^ A’R'C' C ' 


Construction auxiliar. Tracemos las alturas tiU — h y B'D' — h'. Se 
fornian los triangulos rectangulos f\ADB y A A'D’B'. 


D EMpSTBACION: 

Aabc bh 


'B'C' 

Aabc 


b' h' 


b h 

"“7/ X 7Z 


( 1 ) 


A ’B'C 

En los A ADB y A A'D'B’-. 


lD = £D' = IR 

y lAss'iLA' 

A &ADB~AA'D’B f 

h __ c 

* ' h' ~ c' 


( 2 ) 


Sustituyendo (2) en < 1) : 


L JSCf 


^a'b’c' 

A ABC 
A^'b'c' 


A x — 

b’ X c’ 
b c 

wv 


Porque las areas de dos triangulos son pro- 
porcionales a los produclos de las bases por 

las alturas; 

Descomporuendo la segunda razdn. 

Por construction.; 

For hipotesis; 

Por ser rectangulos y terter mi angulo agti- 

do igual; 

Com parando los catetos h y h f J las hi- 

potenusas. 


Efectuandp operacicnes" 



Figs- 233-! y 233-2 


GEOMETflfA [6ALDORS — 8. 
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283. TEOREMA 77. ‘‘Si das trianguJos son semejantes, sus areas son 
proporcionales a los cuadrados de sus lad os honidlogos”. 


inPOTIiSI:- 


tesis: 


L^is triangulos ABC y A'B'C' son semejantes. 
A ABO __ (CA^ 


DEM 05 TB AC 10 N • 

En los A ABC y A A*B*C f verifies: 

Aabc _ CA_VW 
A a ,^, ~ CM' ■ C'B’ 


Teorema ammor; 


Pero: 


j4a.bc? CA * CB 

~a^ = oa^W ; 

CA CB 

cm 7 “ c^r 


Sustituyendo (2j en (1): 


Aabq _ CA y CA 

A vb , c , ~lyA'~&A' 


Aabq 

A 

^AWC' 


(CA) 2 

(CM') 2 


0) Descomponiendo la segunda razon. 

(2) Ya que A ABC ~ A A'B'C' por hi- 

po tesis . 

Efectuando operaciones. 


284. TEOREMA 78. Area del 


e 


TR1ANGULO EN 
LADOS. 



FUNCION DE SUS 

Formula df. He¬ 
ron. El area dc un 

triangulo en t&minos de sus 
lados a b y c t esta 

dada por la formula; 

V p(p— ») (p—tHp— c), 

donde p es el semiperimctro 
del iTiangulo”, 

HlPOTESIS! 

Sea el A ABC (Tip, 234) 
de area A. 


tesis: 


A = \/p{p — a) (p— b) (p — r). 
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nEMOSTKACTO.-V! . 


A—^bh 

Pero: 

h = ^\/p(p — a ) (P — b) (p^ c ) 

Sustituyendo (2) en (1), tenemos: 
2 
b 


CD Area de un triangulo , 


(2) Altura de un triangulo en fun- 
cion de sus lados (Art. 160) 


VMP— a ) ( P — b) (P — c ) 


A — y/p(p — a) {p — b){p — c) 


Efectuando operaciones y sim- 

plificando . 


285. TEOREMA 79, Ahea de un triangulo eqijilatero en fdncion 
del lado. “El area A, de un triangulo equilatcro de lado l esta dada por 

la formula: __ 

l 2 \f$ 


A = 


demosthacion ; 


A = \/p(P — «) (P — iP — c ) 

„ ft + b Hr c 

Pero: p — — n - 


y a 


— b = c = / 


Sustituyendo (3) en (2), tenemos: 

l - 1- Z d - ? 3Z 

2““ ~2 

Sustituyendo (3) y (4) en (1), tenemos: 


^ I ’j Formula de Heron , 

(2) Serniperimetro ; 

(3) For ser el triangulo 

equilaiero . 

(4) 


( 6 ) Efectuando operaciones 


Pe ro . 31_ ; _3Z-2Z 
rero. g t — £ 


* 

2 


Sustituyendo (6) en (5), tenemos: 


A _ Al.L.CL 

7 2 2 2 2 


i4 = 


3Z* 

16 
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GEOMETRIA PLANA V DEL ESPACIO 


A — 


F V3 


Efectuando operaciones 
y simpiificando. 


286. TEOREM A 80. Ahea dee trianguiaj en funcion de sus lados 
y del hadio de i .a circunferencia inscrita. “EJ area de tin triangulo es 

Q igual al product© de su se- 

miperimetrn por el radio 
de la circunferencia ms- 
crita”. 


hipotesis; 

Sea el A ABC >6 )> 

r el radio de la circunfe¬ 
rencia inscrita y p el se- 
miperimetro. 



B 


FESIS: A=. pr. 


('onstrurcion au liliar Unamos el centro O de la circunferencia inscrita 
con los vertices A, B y C. El A ABC quedara descompuesto en A AOB, 
ABOC y ACO/4. Tracemos las alturas OD, OE y OF de estos tres triangulos. 


DEMOaTtACIONr 

“I - A SO(. "I - A ( OA 


A — A 

^ABC — .ICS 


y OD = OE = OF = r 
Pero: 


(1) Suma de areas; 

Por ser perpendiculam 
a Ids lados tangentes. 


A .ios = 2 AB ‘ OD = 2 AB ‘ r 


1 


1 


A Bn „ ~^BC OE — ^BC r 

BOC Q Q 


(2) Por area del triangulo. 


A ^ = i CA OF = ^CA r 


Sustituyendo i 2) en i 1 i, tenemos: 


1 


1 ^ 


1 


a abc — 2 A ® ’ r " 4 " 2 ' r 2 ^ A r 

A A1t e = \{AB+BC + CA)T 


1 


Pero: ^ (AB A’ BO -f C/4) — p 
Sustituyendo (4) en ( V;, tenemos: 


(3) 

(4) 


Sacando factor comun. 


A — p ■ r. 
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287 . TEOREMA 81 . Abe a del tri Angulo en funcion df. sus ladoS 

v DEI. RADIO 1 >E LA CIRCUNFERENCIA CIB- 





< onstruccion auxiliar . Tracemos 
la altura = h y el diametro BE , 

que pasa por B, Sea E el otro punto 1 j!; - ■ 

doude el diametro corta a la circunferencia O. Unamos A con E. Se forman 

I os triangulos ABAE v A BCD. 


CUNSCRITA. “El area de un triangulo 
ts igual al producto de sus lados divi- 
didos por el cuadruplo del radio de la 
circunferencia cireunscrita". 


IUPOTES 1 S: Sea el A ABC (iigu- 

, R el radio de la circunferencia 
circunscrita y A el area del triangulo, 

* abc 
n sis: A — ~rrr- 


DEMOSTEACION: 



| 

toji-* 

3" 

0) 

Arm del triangulo 

Pero: 

En los A BDC y ABAE: 



ID= IA = 1R 


For construction y por inscrito ,en ima 

sem icircunferericia; 

y 

lC= IE 


For abater el mismo arco OAU\ 

* • 

A BDC ~ ABAE 


Por rectangulos y tener tm angulo agu- 

do igual: 

* 

* w 

h a 

c ~ BE 


Corn |ia rondo doa catetos bomologos y las 

hi pole mis as. 


> 

11 

(2) 

Despejando h. 

Pero: 

BE = 2R 

m 

Por ser BE un diametro. 

Sustituyendo (3) en (2): 




j ac 

hz ~2R 

(4) 


Sustituyendo (4) en Cl): 





Efectuando oflefapioives. 
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288* TEOREMA 82. Area del hombo, “El area del rotnbo es 


diagonales. 


igual a la niitad del producto de 

bus diagonales”. 

■ eotj.ms ABCD (1 ’ Jg. 23 7) es un 

tesis: a—-— 

2 

v AC-d f 

rombo- 

BD ~ d 

} 

OEMOSTE AClOiN"; 

^AJSCD — A ABC "t“ ^ACD 

(*) 

Suma de areas. 

Pero: Aabc = ^ AC ■ BO 

(2) 

Area del triangulo; 

Aacd^AC-od 

(3) 

Area del triangulo. 

Sustituyendo ■ 2,) y (oj en (1): 
A^ cn ~^AC- BO + ^AC- OD 



■ - ^ ^ (-BO -f OD) 

(4) 

Sacaftdo factor cbmun. 

Y como: AC = d! 

(5) 

Por hipotesis- 

y BO +OD = d 

(6) 

Suma de segment os; 


Sustituyendo (5) y (6) en (4'i: 

,4 _ 1 - ** 

siAiicn — 2 aa —- ~2~ ■ 




D 

Fig, 237 


B 


Fig. 238 

















AREAS 


219 


289. CQROLARIO. “El area de un cuadrado es igual a la mitad del 
cuadrado de la diagonal''. 

hipotems: ABCD (figura 238) es un cuadrado de diagonal 
AC = ~BD = d. 


TESTS: 



DEMGSTRACIOiSf: 

AC - W 


A = 


Pero: AC = BD = : d 

Sustituyendo [2) en (I), lenemos: 

. _ d ■ d _ d 2 

A — g “ ~2 


( 1 ) 

( 2 ) 


Ar ea del rarabo. 


Efectuan do opefaciones. 


290. TEOREMA 83. Area det tjrapecio. “El area de un trapecio es 
igual a la semtsuma dc sus bases mulli plicada por su altura". 




hipotesis: 

ABCD es un 

trapecio de base mayor 
AB ■ b, base menor DC 
— b f y altura DE =2 h. 


TESTS; 


A = 


(b + b')h 


Construction auxiliar. 

Tracemos la diagonal BD 
Se forma el AABD de 

base b y altura h y el Aj DSC de base b' y altura h. 


DEMOSTHACIO N: 

~ A Afio + A DSC 

i 

Pero: A\nn — -^b.h 

y Ajijtc ~ — b\ h 


( 1 ) 

( 2 ) ; 
> 

(3). : 


Suma de areas. 


Area del triangulo. 
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Sustituyendo (2) y < U en (1): 
Aabcd ~ gith + -^b* h 

Aabch — 2 H “ b') 
h(b+b') 


Sacando factor comun> 


A — 


2 


291. TEOREMA 84. Area de un poi.igono regular, “El area dr un 

poligono regular es iguaf al producto 
de su semiperimetro por su apotema". 

iifpun-;s3 : ABC •••>,' 'ig. 240 es 

un poligono regular de n lados; 

/ — Zado; a = apotema; 

p — semi pe rim etro. 

1-e.si-s ; Aabc "' = p m a. 

( onstruccion auxitiar. Tracemos 
la circunferencia circunscrita al jxjIP 
gone y unamos el centro O con cada 
uno de los vertices. Se formaran n 
triangulos de base / (lado) y altura 
a (apolema). 



Fig, 240 


diimostracioin; 


1.4 BC 


^ AOB “f" 


HOC 


Pero: AA 0 H — 7 ila 


Aboc = ^ l u 


( 4 ) 

( 2 ) 

( 3 ) 


Suma de areas. 


y asi sucesivamente. 

Sustituyendo (2), (3>, etc. en cl): 


A A bV” + + 


1 


(n veces) 


Aahc = -^ la ■ n 


A At1C *” = 

y como: 


n la 


2 

n / 

T = P 


(4) 

(5) 


Por definition. 
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Sustituyendo >) en (4), tenemos: 
A = p - a. 

292. 1TOREMA 85. El area de 
un dreuie « igual al prod uc to dc n por 
cl cuadrado dd radio”. 

HH-OTES!*: ^ (Fig. 241; dr _ 

cunferencia de centre O y radio r. 

TEsisr . , 

A ~ jz r z . 

Construction auiitiw In sc riba 
mos en la circunferencia 0, de longi* 
lud C, un poll go no regular ABC-- 
Sea P — 2 p su perimetro y a su 
apotema. 

IIRMOSTRACION: 



Fig. 241 


A AB c ' ™ pa — ( 1 ) 


Si duplicamos hide fmidam ente 
el numero de lados del poli- 
gono, results: 

lim P X lim a 


Area del poligono regular. 


lim Aabc ”■ — 


Pero: lim A AOr 


2 


(2) 

m 


lim P = C 

( 4 ) 

lim a ~ r 

m 

Sustituyendo 3 ), ( 4 ) i 

f ( 5 ) en (2) : 

A- C ' r 

A ~~ 2 

(6) 

Pero: C = 2 tc r 

(7) 


Porque la relation {1) es cierta para 
cualquier numero de lados del poligono. 

El limits de la sucesion de areas de los 
poligonos es el drea del cireulo; 

Porque el limite de la sucesion de pe- 
rimetros de los poligonos inscritos es la 
longitud de la circunferencia. 

El lirnite de la sucesion de apotemas de 
los poligonos es el radio. 


Longitud de la circunferencia. 


Sustituyendo (7) en (ft): 
^_ (2 Ji r) r 


2 
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A = 


2je r 2 


2 

*'• A = jt r 2 Ef 'ctuando operaciones y simplificando 

293 COROLARIO "‘Las areas de dos circuios son proporcionales a Jos 
cuadrados de sus radios o a los cuadrados de sus diametros” 



Figs 242-1 y 242-2 


mrtViKMs: O y O' i Fig. 242) son dos circunferencias de radios r y r f , 
dia metros d y d' y areas A y A'. 


tesis: 



demostkacion: 

A — jz r z 
A' ~ n r'- 


(1) \ 

(2) f 


Area del circulo; 


Dividiendo 1 entre . tenemos; 


A nr 1 


A' ~7i r'* 


. A r 2 

* * A' 

(3) Simplificandoi 

„ d 

v como; r — — 

2 

(4) 

11 

(5), 


sustituyendo (4> y (3), en t i): 
d 2 

A Jy 
A' ~ d' 2 

4 


Eiectu -m do operaciones ; 








A' 


d 2 


Compare ndo y (6), tenemos: 
A _ r 1 _ d 2 

T~7*~l** 


AREAS 
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294. TEOREMA 86. "‘El area de una corona circular de radios R \ r « 
igual a) produc to de Jt por la diferencia de los cuadrados de diehos radioC', 

hipgtfsjv Sea la corona circular de la fjg Ura 243 » de radios r y R. 

Designamos por A u y A las areas de los circulos de 
radios R y r, y de la corona circular. 


TESTS* 

DEMOSTR ACTON* 

A = A\ — A-> 
Pero: Ai = n R 2 


A = Jt ( R 2 — r 2 ). 


y 


Jt r 2 


( 1 ) 

( 2 ) 

(3) 


Sustituyendo (2) y (3) en (!): 

A = n /? 2 — nr 2 

A — n(R 2 — r 2 ) 


Diferencia de areas* 
Area del circtikd 


Sacando factor comun* 




Fig* 244 

295. TEOREMA 87. Area of. uin sector giro u ear. “El area de un 
sector circular es igual a la mitad del product© de la longitud de su arco 
por el radio”. 
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Sea la circunferencia de radio r 'M) y AOB un sector 

circular de n°. Designemos por / la longitud del QAB. 


tesis: 



df.mostuaci6n ; 

El area del circulo, limitada por la cir- 
cunferencta completa (360°), es igual 

a 51 r 2 Area del circulo; 


Un sector euya amplitud sea de 
tendra un area de 


1 °, 

Ji r 3 

360 


Por ser dicho sector del 

360 

circulo; 


Por tanto, el area de un sector 
plitud n° sera: 


A nr 1 n° 

Aaob— 360 o 


de 


am- 


Por ser n veces mayor; 


Aaob — n 


1 nr 


y como: 


ji r n 
180° 


2 180° 
= / 


Sustituyendo ' en , result a: 
A lr 


(1) Ley disociativa; 

(21 Longitud de un arco de rt°- 


Efectuando operacioncs. 



Figs. 245-1 y 245-2 
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COKOLARIO. “FJ area de un sector circular es equivalent a la 
dc un triangulo quc tenga por base Ja kmgitud del arco que liinita al sector y 
por altura el radio de la circunfercitda”. 

En efecto: 

l r 

Area del sector de arco l y radio r (Fig, 24S) =-. 


297. SECTORES CIRC l JIARES SEME! ANTES Son dos sectores tales 
como los AOR y A'C/B* 246 ) de igual amplitud n° pero que pertenecen 

a circulos distintos (de radio ri y r 2 ). 


298. FRO REM A 88. “Las areas de dos sectores seme j antes son pro* 
porcionales a los cuadrados de sus radios”. 



Area del triangulo de base l y altura r = 


Figs. 246-1 y 246-2 



Figs, 247-1 y 247-2 
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hipotesis* 


tesis: 


GEOMETRIA PLANA Y DEL ESPACIO 

Los sectores AOB y A'CfB' . son semejantes, siendo 
r t y r 2 Jos radios y Ai , 


As las areas. 


A 


rr 


JD13 MOST R AGIO N- 

jt ri 2 n° 
360° 
are ra 2 n° 


A\ 

A —. 


360° 

Dividiendo entre . ■): 
jt r-4 n° 

Ax_ 360 ° 

A’2 



Area del sector circular? 


jt ri 1 n° 


A 


360 c 


II 


SimplificandO' 


299. TEOREMA 89 - Abe a df. un trapecio circular, “El area de an tra- 

pecio circular limitado por dos arcos de 
radios R y r,y por dos radios que forman 
un angulo central de n° , esta dada por 
la formula: 

jtn° («F — r 2 ) 

360° 

HiroTEsis* ABCD (Pig* 248) es 

un trapecio circular de radios Ayr 
y amplitud n°. Designemos por; 

A el area del trapecio; 

L la longitud del n AJ3 y 
I la longitud del ^CD. 

jtn° 

TESTS* A = ^qo‘ (^ 2 - r2 )‘ 



A ~ A^oit — A ,700 
nR 1 n° 


Pero; Aaob = 


Acod — 


360 ° 
it r 2 n° 


360< 


( 1 ) 

( 2 ) 

(3) 


Diferencia de areas* 


Area del sector circular? 


Sustituyendo : 2 ) y ( 3 ), en 1): 

nR 2 n° u r 2 n° 

A- 


360 c 


360° 
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A = 

A = 


n R 2 n° — it r z n° 

lr 

nn° (R? — r 2 ) 

3WP 


Efectuando operacipnes ; 


Sacando factor comun 


300. COROLARIO. “El area de un trapecio circular es equivalence a la 
dc un trapecio reciilirseo que tenga por ham los areas rectificados que limitan 
al trapecio circular y por altura la diferenria de los radios”. 




m 


Figs. 249-1 y 249-2 


En efecto: En la fip^ira 2 tenemos: 


A ~ 


A = 


A = 


(Area trapecio n n 


circular) 


— 36() o (# 2 r 2 ) 


n n 


(/f + r) (/? —r) 


360° 

* (R + r) 


■4 = 4 




71 


360° 

Rn° 


180° 


4" 


(« —r) 


7i r n 


180 


Pero; 


n R n° 


180° 

nr 

180° 


-L 


-1 


( n — r) 


(i) 

m 

(3) 


Descomponiendo la di- 
ferencia de cuadrados; 


Efectuando operaciones 
y descompon iendo . 


Sustituyendo (2) y (3) en fl) ? tenemos: 

M = |(£ + 7) (K-r)=Y £±i)(7f— r) (4) 


^ Longitud de un arcoi 
























228 GEOMETRIA PLANA Y DEL ESPACIO 

En la misma ms 249: 

Area trapecio reetilineo = ^ (ft .— r) (5) 

Comparando (4) y S), resulta: 

Area sector circular = Area trapecio recti!inco. 

301. AREA DEL SEGMENTO CIRCULAR. ‘Para hallar el area 
de un segmento circular (Fig. 250) se holla el area del sector circu¬ 
lar OACB y se le resta el area del triangulo AOB". 



Fig. 250 Fi g . 251 

f Hallar el area de un segmento circular ACB (Fig. 251) 

limitado por el lado del hexagono regular inscrito en una circunferencia 
de 8 m de radio. 

AQ—UE^Sm, 'XE=U — r = 8 m; Z AOB = n° = 60°. 

_ji r^n° rc8 2 -6() 64*_32 

A ~ 300 u = W) ' 

p yT s 2 yT 64yT — 

^^=T"-4' =i6 y 3 - 

A - 4^— 10yT= 33.49 —■ 27.71 = 5.78 m 2 . 

EJERCICIOS 

Hallar el area de un rectangulo sabiendo que su base mide 15.38 m 
y su aitura 3.5 tn, B,: 53.83 m- 


Sector: 


Triangulo: 

Segmento: 
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(2: Un. rect Angulo tierfe 96 m 2 de area y 44 m de perimetro. Hallar 
sus dimensiones. £ = 16 m 

R.: 

h~ 6 m, 

(3) La base de un rectangulo es el doble de su altura y su area 

es 288 m 2 . Hallar sus dimensiones. £ — 24 m. 

^ h 12 m. 

(4) El area de un rectangulo es de 216 m 3 y su base es 6 metros mayor 

que su altura. Hallar sus dimensiones. b = 18 m. 

p - 

h = 12 m. 

(5) La diagonal de un rectangulo mide 10 my su altura 6 m. 

Hallar su area. ft..- A ~ 48 m 3 . 

(6) Hallar el area de un rectangulo cuya base y altura son respec- 

tivamente el lado y la apotema de un pentagono inscrito en una cireunfe- 
rencia de radio r. - - 

R -^\/l0 +2V5: 

4 

(7) Hallar el area de un cuadrado cuyo lado vale 8.62 cm. 

R.; 74.30 cm 2 . 

(8 ) Hallar el lado de un cuadrado cuya area vale 28.09 m 2 . 

R.: 5.3 m. 

(9) Hallar el area de un cuadrado cuya diagonal vale 4y/2 m. 

R.: 16 m 2 . 

(10) Si se aumentan 2 m al lado de un cuadrado, su area aumenta en 
36 m 2 . Hallar el lado. R 8 m. 


(11 ) Hallar el area de un cua¬ 
drado cuyo lado es el lado del octagono 
regular inscrito en una circunferencia 
de radio,-. R;r!{2 _ vS -) 


(12) Hallar el area de un trian- 
gulo sabiendo que la base mide 6.8 m 
y la altura 9.3 m. R-: 31.62 in 2 . 


(13 ) Hallar el Area de un trian- 
gulo cuya base y altura son respecti- 
vamente el lado del triangulo equila- 
tero y el lado del cuadrado inscrito 



en una circunferencia cuyo radio vale \/2 cm. 


\/6 cm? 
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(* • Hallar el area de un triangulo cuya base y altura son res pec - 
tivannente el lado y la apotema del octigono regular inscrito en una circun- 
ferencia cuyo radio vale 4 m. B- 4\/2 m 2 . 

U5 i Haliar el area de un paralelogramo cuya base mide 30 cm y 
su altura 20 cm. R- 600 cm 2 . 

'lb) En un rectangulo ABCD, la diagonal AC = 50 cm y ia base 
AB = 40 cm, Hallar su area R-' 1200 cm 2 . 

(17) En la figura 1 ■ ■ : AD — 50 cm; DC = 30 cm y 

BD ~ 35 cm. Hallar el area del paralelogramo ABDE, ,f| ' • 660 cm-. 



Ejer 22 




c 


B 


B 



D 

r jtf. r. 


Ejcr 24 


























AREAS 


231 






Ejrr. 28 Ejcr. 29 

(IB) Ha liar el area de urt triangulo cuyos lados miden 6, 8 y 12 cm. 

/f.: 21.33 cm 2 . 

(19) Hallar el area de un triangulo equiiatero de 8 cm de lado. 

K: 16V3~ cm 2 . 

(20) Los lados de un triangulo miden 6, 8 y 10 m. Hallar su area. 

R.: 24 m 2 . 

(21) Los lados de un triangulo inscrito en una circunferencia de radio 

iguai a 3.5 cm, yalen 5 , 6 y 7 cm. Hallar su area. R.: 15 cm 2 . 


E-jcr* 26 




















252 GEOMETRIA PLANA Y DEL ESPACIO 

Em cada uno de k* ejercicios sigiiientes caJcular d area de la parte rayada: 
(22) El ABCD es un cuadrado, OA — 4 m. R.. 18.26 m". 

_ (23) El ABCD 

AB — 10 can, 

(24) El ABCD os un cuadrado. 

cm. R ... 30.90 cm 5 . 

El ABCD os un cuadrado. 
OA =5 cm. R,. 24 cm 2 . 

(26) El ABCD es un cuadrado. 
AB = 8 m. 27.47 m 2 . 

(2 7 'i El A BCD es un cuadrado. 
AB — 6c m. R.: 7.72 cm 2 . 

(28) El ABC es un equilatero. 
AB- BC = CA = 10 cm. P, M y N 
son los pantos medios de los lados. 

R.: 4.03 cm 2 

(29) El ABC es un 
equilatero. OA = 12 cm. 

R.: 265.32 an 2 . 

(30) ABCDEF es un 
hexagono regular. 

OB = 2 m, 2.18 m 2 . 

(31) O y O' son dos 
circunferencias iguales. 

OO' = 20 cm. 

E i cr ’ 31 /?.. 491.34 cm 2 . 


A 

EJcr* 30 

















Semejanzas geometricas en algunos seres vi vie ri¬ 
te*. En los seres vivientes, de mode especial mi- 
croscopicos, se encuentran bellisimas formas geo- 
metrical. La* letras a, b, c, d, e y f co rrespond en 
a 6 diafomeas (algas microscopicas). La be y la 


e parecen dibufadas por Riemann y Lobatschewski 
respeefivamgnte, pues se acopian perfectamenie 
a sus conceptos geometricas. La g, h, i son pro- 
tozoarios. El pentagono estrellado estd represen- 
la do en los eqoinodermos por la esirelia de mar. 


ectas 


302- DETERM1NAC1QN DEL PLANO. Un piano viene determinado: 

l. Por dos rectas que se cortan. 

2- Por tres puntos no situados en line a recta, 
i Por ujna recta y un punto exterior a ella. 
i. Por dos rectas paralelas. 

303 POSICl'ONES DF DOS PIANOS Dos pianos pueden oeupar las 
siguientes position es: 

1. ■ . . En este caso tienen una recta comun one se llama inter¬ 

section de los dos pianos. 

233 
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Cuando no tienen ningun pun to comun. 

Seglin esto, si dos pianos tienen un punto comun tienen una recta comun. 



104. POSICIONES DE UNA RECTA Y UN PLANO, Una recta y un 
piano pueden ocupar las siguientes r>osiciories: 



I, Estfir }a recta a en el piano. 

En este caso tienen 
un punto A comun. 

' ; >.•/ Cuando no tie¬ 

nen ningun punto comun. 

505, POSICIONES DE DOS REC- 
TAS EN EL ESPACIO, Dos rectas en 
el espacio pueden ocupar las siguientes 
posiciones: 

En este caso AB y 
BE tienen un punto comun B. 

Cuando estan 
en un mismo piano y no tienen ningun 
punto comun. E; AB y CD. 















Si no 

tienen ningun punto co- 
mun ni son paralelas. Se 
dice que son alabeadas. 

AD y BE. 

306. TEOREMA 90. 

Las intersectiones a y b 
de dov pianos paralelas a 
y f$ con un tercer piano y 
son rectas paralelas. 

En efecto, si las rec- 
tas a y b se cortaran, el 
punto de intersection per- 
teneceria a los pianos a y 
j? y eti este caso no se- 
rian paralelos, contra la hipotesis. 
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estan en un mismo 


piano. En este 
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caso no 



'\SXMSM 

/ 





■ • ■ 


■ " : --\2 




307. TEOREMA 91. Si dos reetas a y b son paralelas, todo piano a que 
pase por una de ellas b es 
paralelo a la otra. 0 

En efecto, si la recta ^ 

a cortara el piano a en el \ 

j>unto A, trazando por es- \ 

te punto una para lei a c a 
la recta b tendriamos por 
A dos paralelas a una mis- 
ma recta, contrario al pos- 
tulado de Euclides. 



^ iUll-' --;i‘ iT-iii• M flj. 

£_£_ . 

... • V' : 



308. COROLARIO. Si una recta AB es paralela a un piano a la intcrsecccidn 
MN del piano a con otro 
cualquiera que pase por la 
recta e* paralela a la recta. 


m TEOREMA 92. 
Si dos recta* a y b que se 
cortan son paralelas a un 
piano a, el piano que ellas 
determman es tambien pa- 
ralelo al piano. 



• .y 


_ 
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En efecto, si el pia¬ 
no de las recta s a y b 
cortara al piano en la 
recta MN, las rectas a 
y b serian paralelas a MN 
y habria dos rectas pa¬ 
ralelas a una recta por 
un mismo punlo jP, cosa 
contraria al postulado de 
Euc tides. 


310. TEOREMA 93. Si un piano a corta a una de dos rectas a y b 

paralelas corta Iambi en a 
la otra. 

En efecto, el piano 
determinado por las dos 
rectas a y b corta al pia¬ 
no a en la recta MN. 
Si esta recta corta a b 
debera cortar tambien a 
a y, por tan to, el piano a 
corta a lu recta a . 



Q 

b 



I 

M “ 

■ * 

■ ::7 


Conor ariosi 1. SI una recta 



dos paralelas a una misma recta a. 


corta a uno de dos pianos paralelos, corta 
tambien ai otro. 

2 . Si un piano corta a uno de dos 
pianos paralelos corta tambien al otro. 

3. Si dos pianos son paraidos a un 
misriKi piano son paralelos entre si 

311. TEOREMA 94. Dos rectas 
bye paralelas a una tercera a son para¬ 
lelas entre si 

En efecto, tracemos el piano a deter¬ 
minado por b y un punto M de la recta 
c. Este piano debe contener a e, porque 
si la cortara deberia cortar tambien a b 
y la contiene. Si contiene a c, las rectas 
c y b no pueden cortarse porque enton- 
ces por ei pun to de intersection habria 
contrario al postulado de Euclides. 
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312. TEGREMA 95. Si dos angulos Z RAC y [_ FGH, no situados en un 
mismo piano, tienen sus lad os paralelos y dirigidos en el mismo sentido son sgual.es. 


Construccion auxiliar 

Se toman AB — FG y 
AC — GH , y se unen A 
con G; B con F y C 
con H. 

ApHcando los tco re- 
mas anteriores se demues- 
tra que los triangulos ABC 
y GFH son iguales y, j x>r 
tanto, los angulos A y G 
son tambicn iguales. 



Analogarnente se de- 

muestra que si los angulos tienen los lados paralelos y dirigidos en sentido 
contra no son tambien iguales y si tienen un par de lados dirigidos en un 
sentido y un par en sentido contrario son suplemenlarios. 


313. TEOREMA 96. Si se cottar* dos rectas por un sistenia de pianos para 
Idos, los segmentos correspondientes son proporcionales. 

Sean las rectas AB y 



PD ~ MB ■ 


De estas igualdades se deduce, por la propiedad transitiva, que: 

AM CM' AM MB 

* 

*' WV~~M*D * 

como se queria demos trar, 

































238 


GEOMETRIA PLANA Y DEL ESPACIO 


Cgrolario. Si dos pianos paralelos se carton par un haz de rectas concu¬ 
rrent cs los .segmentos correspondientes son proporcion ales. 

314 RECTA PERPENDICULAR A UN PLANO. Se dice que una 
recta es perpendicular a un piano si es perpendicular a todas las rectas del 
piano que'pasan por la interseccion. 

Al punto de interseccion se le llama de la perpendicular. 

Como es imposible compiubar que una recta sea perpendicular a todas 
las que pasan por su pie, se demuestra que si una recta es perpendicular a 
dos rectas de un piano que pasan }tor su pie es ]>erpendicular a todas. 

De aqui que para construir un piano perpendicular a Una recta en 
uno de sus puntos es sufieiente trazar dos rectas perpendiculares a la dada 
fjue pa sen por el pun to. 

Por un punto P pasa un piano perpendicular a una recta a y solamcnte 
uno. El pimto puede estar en la recta o fuera de ella. 





Si tenemos dos pia¬ 

nos paraMos, a y fi y 
una recta a es perpen¬ 
dicular a uno de elios 

tambien es perpendicular 
al otro. 

Por un punto P de 
un piano pasa una recta 
perpendicular a] piano y 
sol amen te una. 

Por un punto P exte¬ 
rior a un piano a pasa 

una recta PM perpend icu- 
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lar al piano a y solamente una. 



315. DISTANCIA DE UN PUNTO P A UN PLANO o. Es el seg- 

mento PM de perpendicular trazada del punto al piano. 

Se llama a si por ser menor que cualquier otro segmento PN que une 
el punto con cualquier otro punto del piano, pues hasta observar que el 

segmento oblicuo PN es hipotenusa de un triangulo rectangulo en el que 
la distancia PM es un cateto, 

Analogamente a lo visto en la ■■■ - nia plana, dos oblicuas que se 
apartan igualmente del pie de la perpendicular son iguales; y de dos oblicuas 
que se apartan desigualmente del pie de la perpendicular es mayor la que 
se aparta mas. 


316. PARALEIJSMQ Y PERPENDICULAR!DAD . Si de dos rectas 
paralelas a y una de ellas (a) es perpendicular a un piano, la otra (b) 
tambien es perpendicular al piano. 


En efecto: unamos 
M con N; por ser a per¬ 
pendicular al piano sera 
perpendicular a MN ; y 
como b es paralela a a 
tambien sera perpendicu¬ 
lar a MN. Para demos- 
trar que es perpendicular 
al piano tendremos que 
demostrar que es perpen¬ 
dicular a otra recta del 
piano. Si trazamos por M 
y N dos rectas c y d pa¬ 
ralelas tendremos que los 
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angulos M y N son iguales por lados paralelos dirigidos en el mismo 

sentido y como el angulo 
M es recto tambien lo 
sera el N. 

Reciprocamente, dos 
recta s j>erpendiculares a 
un mismo piano son pa¬ 
ra lei as. 

Dados dos planes pa¬ 
ralelos si una recta es 
perpendicular a uno de 

ellos tambien es perpendicular al otro. 

317. DISTANC1A ENT RE DOS PLANOS a Y fj PARALELOS. 

Es el segmento MN de perpendicular comprendido entre los dos pianos. 
O tambien, 6s la distancia de un punto cualquiera M de uno de ellos al otro. 

318. POSTULADOS. 

1. Dado un piano exist en punt os fuera de el. 

2, Un piano divide al espado en dos ■ region*® Hamad,as seniiespacios, 

ilM AN' ' ! ) DlEl )RO Se llama angulo dirdro , <> simplemente diedro, 
a la pore ion de espacio comprendida entre dos semipianos que tienen un borde 
comun, y estdn situados en pianos distintos. 

Los semipianos MAE y NAB 232 que tienen el borde comun AB , 

se daman del diedro. 

<-> 

La recta AB se llama arista del diedro. 

El diedro se nombra colocando las letras de los extremos de la arista 
entre las letras que designan los semiplanos- asi, el diedro de la f : 
se designa MABN. 

32U. ANGULO RECTI LI NEO CORRESPOND! ENTE A UN DIEDRO. 

MEDI D A DE UN ANGULO DIEDRO. Es el angulo formado por dos reetas,, 
<— > <-> <-> 

OP yOQ Eig. perpendiculares a la arista AB. en un mismo punto O, 

de manera aue las rectas esten en caras distintas del diedro. 

Asi, si O es un punto de la arista AB y PO 1 AB y QO 1 AB , eslando 

PO en un semi piano y QO eri el otro semi piano, decimos que el Z POQ 
es un angulo rectilineo correspondiente del diedro MABN, 
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Fig. 252 


Fi s , 253 


Observer que tod os Jos an gu¬ 
ll os rectilineos correspondientes de un 
diedro son iguales, ya que son angulos 
de lados paralelos y dirigidos rn el 
mismo sentido. 

Medit!a de un dnguto diedro. Es 

la medida de un angulo rectiMneo co- 
rrespondiente. Si el angulo rectilineo 
es agudo el diedro es agudo, si cs recto 
el diedro es recto, etc. 

521. 1GUALDAD Y DESIGUAL¬ 
DA!) DE ANGULOS DIEDBOS. Dos 
angulos diedros son iguales, cu&ndo lo 
son sus angulos rectilineos correspon- 
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dientes. Dos Angulos diedros son design ales euando lo son sus Angulos 
rertilineos corresjxindientes. 

322. ANGULOS DIEDROS (XiNSECUTIVOK Son los Angulos die¬ 
dros como AMNB y BMNC rig. que tienen la arista y una earn 

fomt'in que separa a las otras dos. 

.523. PLANDS PER PEND1C l : LARES. Son los que forma n un Angulo 
diedro recto. 

Propiedadcs; 

1. Si una reel a u es [jeijjendicular a un piano a. euaiquier piano fi 


que pnse por la recta a 


es perpendicular al piano a. 



2, Si una recta es 
perpendicular a un piano, 
euaiquier piano paralelo 
a la recta tambien es jier- 
jjendicular al piano. 



sea perpendicular a la interseecibn de los dos pianos, es perpendicular al otro. 

4. Si dos pianos a v /? son perpendicularcs y desde un punto M de 

e—> 

lino de ellos trazamos una recta MN perpendicular al otro, esta recta esta 
eontenid 
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Si dos pianos a y /? que so cortan son perpendiculares aim tercero y, 
<—> 

la recta de inlerseccion MN tambien es perpendicular al piano y. 





ft Por una recta a oblicua a un piano a pasa un piano /? per¬ 
pendicular a a y solamente uno. 


324. PLANO BISECTOR DE UN ANGU1D DIEDRO. Es el piano que 
divide al diedro en dos diedros iguales. 

Los puntos del piano bisector equidistan de las caras del diedro. 

Los pianos bisectores 

de dos diedros adyacentes ^ k 

son perpendiculares. 

325. PROYECCION 
DE UN PUNTO A S0- 
BRE UN PLANO a La 

proyeccion de un punto A 
sobre un piano es el pie A' 
de la perpendicular traza- 
da desde el punto al piano. 
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perpendicular al piano dado. La interseccidn 


Prove cci on de una 
linea AB sobre un piano 
a es el conjunto A r R f 
forma do por las provec- 
ciones de todos los punt os 
de la linea. 

Para obtcner la pn> 
veccion de una recta so¬ 
bre un piano se traza 
por la recta un piano 
es la proyeccion. 






326. DISTANT!A ENTRE DOS RECTAS QUE SE CRUZAN. Rs 
el segmento de perpendicular comun comprendido entre ambas rectas. 
Para trazor esta disiancia sean a y h las dos rectas. Por un punto 

de una de ellas (_b) 
traza la recta c jjaraiela 
la otra (o) la cual de- 
h el piano et. 
traza ahora el pia¬ 
no P perpendicular a) a 
cual corta a la recta a. 
en el punto P. 

Trazando desde P la 
perpendicular PQ al pia¬ 
no o tenemos que PQ es la distancia - buscada entre las rectas a y h. 





327. ANGULO POLIEDRO CON- 
Es la figura formada jm 

—> > -> 

o mas semirrectas V A, VB f VC, etc, 

, del mismo arisen, 
que el piano determinadi 
consecutivas deja a 
mismo lado (semiespacio) 

El origen V de las semirrectas se 

— > 

llama verlice y las semirrectas VA, 
—> —> 

VB. VC, etc., se llaman aristas. Los 
pianos (y tambien los angulos AVB, 
BVC\ CVD , DVE y EVA, son la- cards 
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del angulo poliedro, Un angulo poliedro se nombra j*or el vertice, un 
guion y las letras de las aristas. Asi. el de la es el angulo 

]>oliedn>. V-ABODE. 

328. SECCION PLANA DE UN ANGULO POLIEDRO. Es el poligono 
cieterminado por un piano que corta a tod as las aristas del angulo poliedro. 

Asi, el angulo poliedro V-ABODE al ser cortado por el 

piano Q, determina el poligono A f B f C'D'E', que es una section plana 
de dirho angulo poliedro. 

329. ANGULOS DIEDROS EN UN ANGULO POLIEDRO Son los 
angulos diedros formados por cada dos caras conSeculivas, Se les nombra por 
su arista. Asi -'ig. 255) diremos: diedro VA, diedro VB. etc. 

330. ANGULO TRIEDRO. Es el angulo poliedro form ado por 
tres semirrectas (iigura 2 >fi) . 



331. CLASIFICACION DE LOS TRIEDROS. Un angulo triedro puede 

jiuede toner uno, dos o tres angulos diedros rectos, en cuyos casos se llama: 
reel (ingulf birrecidngulo o trirrectdnguio res j >ec ti vam ente. 

Se llaman triedros isosceles aquellos que tienen dos caras iguales, 

332. POLIEDRO CONVEXO. Es el cuerpo limitado ;>or poligonos, 
llamados caras. de manera que el piano de cada car a deja a un mismo 
lado a la figura. 

333. POLIEDROS HEGU LARES. Un poliedro es regular si sus 
caras son poligonos regulars iguales y los angulos ]>oliedros tienen el 
mismo niimero de caras. 
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Existen cinco pobedras regulares que reciben nombres de acuerda coil 
cl numero de caras. Son los siguientes: 


4 caras 
6 caras 
8 caras 
12 caras 
20 caras 


letraedro 

hexacdro 

ociaedro 

dodecaedro 

icosacdro 


((Fig.. 2f»0j. 
{!%' 2fit ) 


Telraedro regular. 


. 259 

Hcxacdro regular o cubo. 


Fig. 259 
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Fill- 260 


Dodecaedro regular. 



Fig. 261 
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icosaedro regular. 



Pig. 262 



Solamente hay cincu poliedros regulares convexos. La razon es la siguiente: 


La suma de las caras dp un angulo poliedro tiene que ser menor de 
360° (para comprobarlo basta tratar de eonstruir uno cuyas caras sumen 
mas de 4 angulos rectos,), 


Si tomamos Como cara el triangulo equilatero [todremos eonstruir 
poliedros con: 


1 (3 X 60° — 180° < 360°) {mraedro) 

4 cams concurrents en un veriice (4 X 60° = 240° < 360°) iortmdro) 

(5 x 60° = 300° < 360°) (i'mvwv/,n i 

pero 3 'a con 6 caras no sera [Xjsible [torque 6 X — 360°. 

Si tomamos el cuadrado como cara [todremos eonstruir con: 

( 3 X 90° = 270° j i he i aedro ! 
y nada mas porque 4 caras ya suntan 4x 90° — 360°. 

Con pentagonos regulares. cuvo angulo mide 108° solo se podra cons- 
truir uno con: 

( 3 X U)8° — 324° ) (dodecftedro) 

Con hfexagoiios regulares, cuvo angulo mide 120® va no se puede 
eonstruir nmguno [torque: 

( 120 X 3 = 360°) . 

Y lo mismo ocurre con jtoHgonos regulares de mas de seis lados. 
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FTFRCICIOS 

IJjutvv. »■« VJ ' ' 

{i ! Hallar el area tie una cara de un tetraedro regular cuya arista 
vale 2 cm. * ’ V* cm *' 

(2> Hallar el area de una cara de un txtaedro regular cuya arista 
vale 4 cm. R ~' cm ' 

(3) Halfer el area de una cara de un icosaedro regular cuya arista 

vale 6 cm. R ■■ W 

(4) Hallar e) area total de un tetraedro regular cuya arista valej? cm. 

rA\3 Ctti 2 

< 5) Hallar el area total de un octaedro regular cuya arista vale 6 cm 

ft.; 7 2\/3 cm. 


(6) Hallar el area total de un icosaedro regular cuya arista vale 4 cm. 

ft..- 80 V? cm. 

( 7 ) Sabiendo que el area total de un tetraedro regular es 16V? cm 

calcular la arista. R " ^ tm ' 

(8) Sabiendo que el area total de un octaedro regular es 18\/3 cm- 


calcular la arista. 


ft.: 3 cm. 


(9 i Sabiendo que ei area total de un icosaedro regular es 20V3 cm- 
calcular la arista. R " LTn 

(10) Hallar el area total de un dodecaedro cuya arista vale 2 cm. 

ft ; Ay =68.82. 

, 11 I Hallar el area total de un cute) cuya arista vale 7 cm. 

ft.: Ay = 294 cm 2 . 

(12 : Hallar la arista de un cubo sabiendo que su area total es 384 cm-. 

ft.; a — 8 cm. 




SEMBLANZAS GEOMETRICAS EN LA ANATOMIA 
HUMANA. 1. La cabeza liene forma esferoide. 2. 
El oido inferno, que parece disenado por un to- 
pologo, maestro en la codea wna espiral, 3. Algu- 
r>os musculos, como el <drapecio», pueden entajar 


perfecfamente en una figura geometrica; en este 
caso, un trapexoide. 4. El tejido pavimentoso de 
la piel esta cubierfo por celulas poligonales. 5 
Los braxos o las piernas en deform in ado $ post- 
clones traen a let imaginacion disfintos angulos 



334. PRISMA. DEFJNICION Y ELEMKNTOS. Se llama prisma a 
al poliedro limitado [X>r varies paralelogramos y dos poligonos iguales cuvos 
pianos son para lei os. 

Los poiigonos iguales y paraleios ABC y DEF; y ABCDJ y EFGHl 
se llaman bases del prisma; las demas caras del prisma, que son 
jiaralelogramos, forman la suj>erficie lateral del mismo. 

Aristas laterals. Son las que no pertenecen a las bases: AE, ~BF , CD; 
AG, BH, Cf, DE, ~JF. 

Prisma recto, Es aquei cuyas aristas laterales son perpendiculares a los 
pianos de las bases. Los prismas de la son rectos. 
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Altura tic un prisma. Es la distant ia entre los pianos do sus bases. 
En el prisma recto, la altura es igual 
a las aristas la ter ales* 

Prisma oblicuo. Es aquel en quo 
las aristas laterales no son perpen- 
diculares a los pianos de las bases 

En el prisma oblicuo ia altura se 
obtiene trazando desde un punto dp 
una base la perpendicular iOH 
a la otra base. 

Segun el numero de lados de los 
pollgonos que forman las bases, los 
prismas se llaman: 

drtmgu-kites*■ etc. 

335. PARALELEPIPEDO. Es el 

prisma cuyas bases son paralelogramos. 
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El prisma ABCDEFGH es un paralelepipedo, 

Dos aristas son opues- 
tas cuando son paralelas 
y no pertenecen a la mis- 
nia cara. por ejemplo, AH 
y CF, AB y EF, etc. 

Los vertices no si- 
tuados en la misma cara, 
se Hainan opuestos, por 
nwnplo, A y F, B y E. 

Diagonal de un pa- 
xo^Lepipedo es el segmen- 
to, como iS£, que une dos 
ertices opuestos. 

Plano diagonal es el 


determinado por dos anstas opuestas; BCEH . 


136- ORTOEDRO. Un paralelepipedo se llama recto si sus aristas late¬ 
rals son perpendiculares a las bases. 

Si las bases de un paralelepipedo recto son rectangulos, se llama 
paralelepipedo recto rectangular o tambien ortoedro. 

Las seis caras de un ortoedro son rectangulos. 



Fig, 2m 


33 7. TEOREMA 97. 
‘"En lodo ortoedro, cl cua- 
drado de la diagonal es 
igual a la suma de los 
cuadrados de las tres aris¬ 
tas que concurren en un 
Riismo vertice’\ 

hipotesxs: 

ABCDEFGH {Fig 6) 
es un ortoedro; 

AB 7 BC y CF son aristas 
concurrentes en un vertice; 

AF es una diagonal. 

TF5I5.; 

(AF) 2 - (AB)\{bC ?a(cF?. 
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QEMOSTRACION: 

Bn el triangulo rectangulo ACF, tenemos: 

Caf)'=(ac)a(cfT 

En el A ABC, tambien rectangulo: 

(AC-jUABUCBCf 

Sustituyendo (2) en (1), tenemos: 

338 CUBO. Es el ortoedro que tiene iguales todas sus aristas (Fig. 267), 
Las sets caras del cubo son cuadrados. El cubo se llama tambien 
hexaedro regular. 

339. KOMBOEDRO Es el ]*ar alelopipedo cuyas bases son. rom- 
bos. El romboedro se llama recto cuando sus aristas later ales son per- 
fjendiculares a las bases. 


F 



Fig. 267 Fig. 268 

340. PI RAMIDE. Es el poliedro que tiene una cara 11amada base, 
que es un poligono cualquiera y las otras, llaxnadas caras laterales, son trian- 
gulos que tienen un vertice corawn, llamado vertice o cuspide de la piramide. 

La piramide FABODE Fig. 268 tiene por base el poligono ABODE 
y el vertice es F. Altura es la perpendicular FH trazada del vertice a la base. 

De acuerdo con la clase de poligono de la base, las piramides se clasi- 
fican en: triaiwidares, hc.uz$pnalc etc. Las caras laterales de la piramide 
son los A A BF, A BCF, A CDF, A OFF, A EFA. 


( 1 )' 


( 2 ). 


Tedreirta de Pitagoras. 


Como queiiamos demostrar. 
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$41. PIRAMIDE REGULAR. Es lu piramide que tiene por base? un 
poligono regular y el pie do su altura coincide con el centra de este poligono. 

En la piramide regular, las caras la ter ales son triangulos isosceles iguales. 
La altura de cada imu de estos triangulos se llama de la piramide, 

SI ima piramide os cortada por un piano paralelo a su base, la 

section es un poligono seme 3 ante a 
la base. 


342. TEOREMA 98. “La razdn 
mire d area de la base de una piramide 
y el area de una seccion paralda a esta. 
es igual a la razon enire ios toad ratios 
de sus distancias al vertice”. 

V A BCD 

es una piramide y A'B’C'D' es una 
seccion pa rale la a la base. 

VO es la distancia del vert ice a la base. 
VO' es la distancia del vertice a la 
seccion paralela, 

S = area ABCD. 

S' ™ area A'BV'D'. 



Fie. 


£ 

S' 


VO - 


VO ' 1 


Construction auxlliar. Unamos O con A y O' con A', formandost- 
A VO A — A VO'A por ser OA \ O'A’. 


DE'M 


En los A VO A - AW A': 


VA 


VO 

w 


VA' 

Verm A VAB A VA'If 




* VA AB f , 

LuegO: =- — - 

VA AB' 


Cornparando (l) y ( 21 : 

~AB ~VO 


A'B ' 


VO' 


O) 
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Por otra parte: 

S_ AB 1 
S' ~ AH* 

Comparando (3; y (4); 

S _ VO 2 
S' ~ VO'- 


(4) La razoii en las areas de dos poligbnos se¬ 
me jantes es igual a la razon entre los cua- 
drados do ladqs llomplogtts. 


343. AREAS DE LOS POLIEDROS. -^ 2 L 
Es la suma de las areas de las caras laterales. 

Area total de un prisma <> piramitk. Es la suma del area lateral mas las 

areas de las bases. 

344 . PRISMA RECTO. Si supo nemos las caras laterales 

coloradas en un piano. corno indica la * resultara el rectangulo 

AA'J'J. que es la suma de todas las caras laterales o superficie lateral del 
prisma. La base A A' de este rectangulo. es el perimetro de la base del prisma 
y la altura del rectangulo JA es la altura del prisma. Este rectangulo cons 
tituve el desarrollo de la superficie lateral del prisma. Como el area de un 
rectangulo es igual al producto de su base por su altura, resulta que: 
area lateral de un prisma redo es igual al produPto del ggrimetrO;0g su base 
por hi l&rigiiud de la altura o aftsta lateral ' . T : A-L , .V • , 
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Llamando At. al area lateral, P al peri metro y h a la altura, tenemos: 

= P h , 

• * i -w. prisma rcct< El area total se obtiene s union do al area 
lateral el doble del area de la base* Si llamamos B al area de la base, 
entonces tenemos: 

At — A /. -f- 2 B ; 

V A r = P h+2B. 

Se llama seecidn recta de 
un prisma cualquiera, al poligono de¬ 
term inado por un piano perpendicular 
a las aristas laterales, 

En la . si el plan*) 

MNPQ es perpendicular a las aristas 
DE , AF, etc., el poligono MNPQ es 
una seccion recta del prisma oblicuo 
ABCDEFGH. 

346. AREA LATERAL DL UN 
PR'-wlA i L'AI^UIERA. Como la 
seccion recta es perpendicular a las 
aristas laterales, estas son ]>erpendicu- 

lares a MN, NP, PQ y QM. Por tan* 

to, los paraielogramos ABGF. BGHC, 

CDEH y DAFE. tienen por alt liras los 

segmentos /VP, PQ , QM y W/V. respectivamente. 

Por tanto: 

A l - Area ABGF -f Area BGHC .' -f Area ( j)EH + Area DAFE > I) 

Pern: Area ABGF -Wp BG 
Area BGHC - PQ 7/C 
Area CDEH = QM ED 
Area DAFE = MN AF 

Sustrttiyendo estos valores en , tenemos: 

A l — WP BG + PQ ffc -J- QM ED- r MN AF 



f ig. m 
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y como RG — HC — ED ~ Ab\ results: 

At, = /VP■ RG + PQ + QM ■ RG 4- MN • PtL 

Sacando factor cornun EG, tenemos: 

A,. = ~BG {TVP + PQ + QM + MN) 

donde RG represents la longitud de una arista lateral y el parentesis, el pen- 
metro de la seccion recta, resultan do entorices: 

El arm lateral de un prisma oiHiam m igual al produrta del perimetm 
de la seccion recta pur la longitud da' la arista lateral’', 

.'>17. PlKAMIL'l. dl H ,(ii.,'1 .AH. Area lateral. Las earns de una piramide 
regular sou tnangulos isosceles iguales .. 2'rli cuya aitura es la apotema 
de la piramide VH y cuyas bases son los lados AB, BC , etc., del poligono de 
la base de la piramide, Obtendremos el area lateral, multiplicando e? area 
de nri triangulo por el ruimero, n. de ellos (tantos como lados tenga el poli- 
gono de la base). 
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A;, n por el area de un triangulo. 

Si Ilamamos l al lado de la base v a p a la apotema de la piramide, 
el. area de un triangulo es: 



v el area lateral: 

1 

A,. = n ' 2 ' ap 

nl 


o sea, 
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y como til = perimetro P. resulta: 


Af r — 


fl, 


t' 

Slri Y designs mo s por p. resulta. finalmente: 

A f . = pa,,. 

a! urea iuit'ral duutm w ramble -regular es igual ul producto del semi- 
pen metro i de la base par la longHud de la apoiema -de la piramide" 

Para hallar el area total sumaremos 
el area de la base a! area lateral, Como la base es un j>oIigoiK) regular, 
tendremos: 

A t = A i ,.+ B 

y como B — p> a h (llamando a,, a la ajxrtema de la base'l: 

At — p a s , + p a,, 

y sacando factor comuti; 

At - p{a u -f a,p. 

348- TRONCO DE PIRAMIDE AREA EATERAl. Y TOTAL- Se 
llama tronco de piramide a la pore ion ABCDEE’A'B’CD* . de pira- 

mide comprendida entre la base y un piano paralelo a ella que corte a todas 
las aristas laterales. La piramide VX&CD'E’ se llama piramide deficiente. 

Si el tronco es de una piramide regular las caras laterales son trapecios 
isosceles iguales. La altura de uno de los trajjecios se Hama a po tern a del 
tronco y se designa por a t : 

Sea L cad a Lado de la base 
mayor y l cada lado de la base menor . . La altura de los trapecios 

o apotema del tronco es ct t : 

L + l 

area de un trapecio —- • a , . 

2 

Como el area lateral esta formada por n trapecios, tendremos: 


A /, — n 


L + / 


a. 


n(L + /l nL + nf 

A;. — ^ a, — g ’ a t * 

Peru nL „ P . permietro tie la base mayor. 

nl — P' .- ■ peri metro de la base menor. 

P-\-P' 

a,. - — * . 


v 


2 
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v&a-i l-e&eraiv 


tiff $4 

inwtr&S’ dt 


es igual a hi .< 


semi ■ 




Area lotai rid franco. El area Eolal es igual al area lateral ma> las areas 
de las das bases. 
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EJERCICIOS 

( i Las tres aristas que concurren en los vertices de un ortoedro 
ini den 5. 6 y 4 cm. Ha liar la diagonal. ft; \/77 cm. 

‘ \ Hallar la diagonal de un cubo cuya arista mide 3 cm. 

ft: 3 \/3 tm 

La diagonal de un cubo mide 2\/3 cm. Hallar la arista. 

R.: 2 cm. 

f i La diagonal de la cars de un cubo mide 8\/2 cm. Hallar la dia¬ 
gonal del cubo. R: 8 \/3 cm. 

['y , Dada una piramide de base cuadrada de 8 cm de lado y 12 cm 
de altura. hallar la ajxjtema de la base y la ajiotema de la piramide. 

r Apotema base ™ 4 cm. 

Apotema piramide = 4\/lU cm 

ihl Calcular la diagonal de un cubo on funcion de su arista /, 

ft: d — i \/i. 

i 7 ' Dada una piramide hexagonal de 8 cm de lado y 14 cm de altura, 
calcular: r/j apotema de la base. b\ arista, c) apotema de la piramide. 

R: a) 4\/3 cm 

b) 2\/65 cm 

c) 2\/61 cm, 

8 Dados dos hexagonos regu lares, el area del menor vale 6\/d cm- y 
>u lado 2 cm. Si el lado del mayor mide 4 cm. <-;cual es el area del mayor? 

R: 24 V 3 cm-. 

La razdn entre las areas de dos poligonos regulares es de 2:5. Si el 
lado del mayor vale 10 cm, hallar el lado del menor. 11: 2\/10 cm 

Mil Eri una piramide de base cuadrada, en la que el lado de la base 
mide 8 cm y la altura mide 20 cm, se traza una section paralela a la base a 
14 cm de esta. Hallar el area de dicha section. R: A - 5.76 cm 

! I Hallar el area lateral de un prisma recto pentagonal regular si el 
lado fie la base mide 5 cm y la arista lateral 20 cm. R: L — 500 cm , 

( 1 Hallar el area lateral de un prisma recto octagonal regular cuyo lado 
fie la base mide 6 cm v la arista lateral 15 cm. fi: A fj — 720 cm- 
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(13) Hallar el area total de an prisma recto triangular regular si el lado 

de la base mide 5 cm y la arista lateral 9 cm. At = 156.62 cm- 

(14) Hallar el area lateral y total de un prisma recto euyas bases son he- 

x a non os regulares de 6 cm de lado y 6.2 cm de apotema. si. la altura mide 8 cm. 

Aj- — 288 cm 2 . 
H: At — 476.2 cm-. 

(15) Hallar el urea lateral de una piramide de base cuadrada si el lado 

de la base mide 6 cm y la altura 4 cm. ~ rm 

(16) Hallar el area total de una piramide regular de base hexagonal sa- 
biendc. que el lado de la base mide 6 cm v la apotema de la piramide 4.4 cm. 

n.. A r 1301-9 cm-, 

(17) Hallar el area lateral v total de una piramide regular de base 
triangular s a hi end a que el lado de la base mide 6 cm y la altura de la 

piramide mide 12 cm. , A,. 9yl47 mu 

A r 9 ( y 3 + \/147) cm-, 

(18) Hallar el area lateral y el area total de un tronco de piramide 

cuadrada si los lados de las bases miden 8 y 20 un respeeiivamente y la altura 
del tronco mide 8 cm. } , A f = 560 cm-. 

11 A r ?= 1 024 cm-. 

(19) Hallar el area total de un tronco de piramide regular triangular, si 
los lados de las bases miden 6 y 8 pulgadas y la altura 10 pulgadas. 

R.: A 7 — 25 ( 8.48 4--v '3-■) pulgadas niadradas, 

(20) Hallar el area total de un tronco de piramide cuadrada sabiendo que 

lots lados de las bases miden 16 y 4 pulgadas y que la arista lateral mide 
10 pulgadas. A, -592 pulgadas cuadrada*. 





Ei hombre desde (os clbores de su inteiigencia, sin 
saber que era Geomefria errtpleo formas que tie* 
nen on barrunto de geometricas. Eit la Edad de 
Piedra las toscas puntqs de lanzas y fiechas nos 
traeli a la imagination formas triangulares. Al 


correr del tiempo las formas se definen mas. En la 
Era Neolilica el hombre hace vasijas de barren 
nace (a cerdmica y las formas geometricas ganan 
perfection. Aparecen luego los dolmenes, las fineat 
pa rale las y el circule con ei invento de la rueda. 




de los poliedros 






Jm 


im 


Fig 274 


< ' • I )EE INILIONfc> . Se Hama • duttu w 
de mi poliedro a la medida del espacio limitado 
|xjr el cuerpo. Para medir el volumeu de mi. 
poliedro se toma tamo unidad un cuho de 
arista igual a la unidad de longitud. 

En el sistema metrico decimal la unidad 
es el metro cubico U; - \ Tam bum se 

usan coma unidades los rnultiplos y divisores 
del metro cubico. 

Dos poliedros que tieneri i#ual 

volumen se Hainan 
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"Do. pn nuis rectos tie bases y hllnras igual.es. son igitaies’ Asi, 
]*>r ejemplo. los prismas rectos ABCDEFGH v A , R , C'D , E , F*G , H > ( Fig. 27 h> 
quo tienen iguates sus bases A BCD y A'B'C'D' y sus alturas AH y A f H r 
son iguafes. 



350. TEOREMA 99. El vohirnen de un ortoedro es igual al prod uc to d« 
sus tres dimensions Suj>ongamos un ortoedro cuyas dimensioned sean 4. 3 v 
2 cm respectivamente ' 177 ). 
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E 

o 

CM 


Ttmando pianos qne pasen par bs puntos de division, ta 1 como se indie a 
en la figura, se ve (pie el ortoedro continue dos capas, eada una de las 
cuales contiene 4 X 3 — 12 cubos unidad (12 cm 3 en este east*), En total 
el ortoedro contended: 4X3X2 = 24 cut 3 y este sera el volumen del cuerpn. 



4 cm 


0.5cm 
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Si las medidas de las dimensiones no fuesen numeros enteros el resulted© 
seria el mismo. En efecto, imaginemos que las dimensiones del ortoedro son 
4. 2 y 2.5 cm respectivamente . . Podemos tomar corao uni dad de 

volumen un cubo de 0.5 cm de lado. En este caso el ortoedro estaria formado 
por 5 capas de 8X4—32 cubos de lado 0.5 cm. es decir, que en total contendria: 

8X4X5 — 160 cubos unidad 

y este seria el volumen en la unidad elegida. 

Si quisieramos el volumen en centimetros cubicos tendriamos que dividir 
350 entre el numero de cubos unidad que contiene el centimetre cubico (8 en 
este caso) y results: 

Volumen en cm 3 — 150 — 8 = 20 cm 3 . 

Sj multiplicamos las tres dimensiones expresadas en centimetros tenenios: 

Volumen del ortoedro = 4 X 2 X 2.5 = 20 cm 3 . 

Si las dimensiones fuesen numeros irracionales entonces se van obtemendo 
numeros racionales cada vez mas aproximados y el volumen se va calculando 
con la aproximacion que se desee. 

De una manors general, si las dimensiones del ortoedro son a, b y c 
el volumen V viene expresado por la formula: 

V a X b X c. 

Ccutot, a fup 1. El volumen de un cubo es igual at cubo de la iOngitud de 
so arista (/). En efecto: el cubo es un ortoedro cuyas tres dimensiones 
son iguales. Luego: 

V = /X/X/ = & 

CoaoT.ARio 2. El volumen de un ortoedro es igual al prod uc to del area 
i )a base pot la alturu En efecto: el product© de dos de las dimensiones 
largo por ancho) es preeisamente el area de la base por ser esta un rec- 
tango lo. luego; 

V = area de la base j>or la altura 
siendo la altura la tercera dimension. 

353. TEOMEMA 100. Ea razon de In* volumenes de dos ortoedro* es 
igual a la razon de loss product os de sus tries di mens tones 

En efecto: Sean los ortoedros de dimensiones a, b , r y a , b\ c res|>eC“ 
tivamente . . Sus volumenes. segun el teorema anterior, son: 

\=fibe ; V'' 33 a' b f c 

v dividiendo miembro a miembro; 

V 


a be 
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Fig. 280 
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.552. TEOREMA 101. La ra/.on de los volumenes de dos ortoedros de 
igual base es igual a la razdn de nus alturas. 

En efecto: si los dos orttocdros tienen igual base quiere decir que dos de 
sus diroensiones. el largo y el ancho, son iguales. Entonces las dimensioned de 
los ortoedros son &, b r c y a, b t c 

Segvm el teorema anterior tendremos; 

V a h c 

if " ITTc 



v simplificando: Y 

V' ~ 

(Omn se queria demostrar, 

555. TEOREMA 102. La razdn de los volumtne^ dc dos ortoedros de 
igual altura es igual a la razdn de las areas de las bases. 

En efecto: Si los ortoedros tienen igual altura y distintas bases, sus dimen¬ 
sions son a, b. c y a, b\ c' Fig 251 - Y las areas de sus bases son br y b’c 
respectiv am en te. 


He;. 281 

S eg tin el teorema 100 resuha: 

V a b c 
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v simplificando: 

V 7 ' 

como se queria demostrar. 



area de la base 
area de la base 


1 jOROLAjuov Si lenemos en cuenta ([tie la base esta formada por <tiw 
cualesquiera de las dimensiones y que ta altura es entonces la otra dimension, 
las teoremas anteriares pueden enunciarse asi: 

I Si dos ortoedros lienen respeciivamente iguales das dimeasiones los volii 
mcnes son cnrrc si como la razon dc ta olra dimension. 

2. Si dos ortoedros ticnen iguales una dimension ta razon de los volumene- 
es igual a la razon del producto de las otras dos. 


>.'4. PRISMAS IG1.ALKS. Son los que tienen iguales sus caras. Te- 
niendo iguales sus caras tienen iguales sus aristas y sus anguios diedros. 

Dos prismas rectos que tienen i}>uale.< sus bases y sirs alturas. son iguales 
Pues en este caso las caras laterales soil tambien iguales ya que son rec 
tangulos de bases y alturas iguales (las bases son lados homologos de poligptnre- 
iguales y las alturas son iguales por ser las alturas de los prismas). 


355. PRISMA TRUNCALX) Se 
prisma a la porcion de prisma coni - 
prendida entre la base y uri piano no 
paralelo a ella que corte a rod as las 
aristas laterales ig 


D‘ 



Fig. 282 


llama prisma truncado o tronco de 
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356 PRISMAS EQUIVALENTS. Se Ilaman prismas equivalent** Eos 
que son suma o diferencia de poliedros iguales. Dos prismas equivalent's 
tienen el mismo volumen. La equivalencia de prismas tiene los raracteres 
identico, reciproeo y transitive} y por esto se considers eomo unu especie de 
igualdad {igualdad de volumen ) 

357- TEOREMA 103- “Un prisma dblicuo es equivalents a! prisma recto 
que tenga |x>r base la sect ion recta del primero y por altura su arista lateral ' 

, : ABCD y A'ffCD’ ( Fig. 283 es un prisma cualquiera 

y EFGH es‘ uiia se ccidn recta del prisma. 

: ABCDA'B‘C'jy es Squivalente a un prisma recto de base 
EFGH y altura AA'. 

DE MOSTH.A GIG IN’ : 

Prolonguemos tod as las aristas laterales y to memos E'E = AA'. 

TracemOs por E’ un piano perpendicular a tod as las aristas lateral es que- 
dando asi determinada la seccion recta EJF’G'H' igual v paraleia a EFGH. 

E1 or ism a EFGHE'F'G’H' es recto por ser sus aristas laterales per pen ■■ 
diculares a las bases. 

Los Iron cos de prismas ABCDEFGH y A 'B'C' D'E'F'G'H' son iguales |*>r 
ser iguales sus bases EFGH y E'F’G'H". asi eomo sus aristas laterales. ya que: 

EA ^ lm' GC = TEC 7 

FB= FlT HD Wfy 

Por ser diferencias de segmenfos iguales. 

De lo anterior resulta que los prismas ABCD A* B’C'D* y EbGHFJfr’G H 
se componen de una parte comun, EFGH A'B'C'D\ y dos troncos iguales. Por 
lanto, ambos prismas son equivalent's ya que son suma de figuras iguales, 

358- TEOREMA 104. Vom. mi-tv nr Un paralelepipeoo recto. “El 
volumen de un paraldepipedo recto e-. igual al producto dd area de la base 
por la i^edida dc la all ura’ '■ 

: ABCDG es un paralelepipedo recto de altura AE y cuya base 
es el paralelogramo ABCD de area B (Fig. 284). 

V = area ABCD X AE = B X h. 


TF.SIS; 
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DEMOSTHACIO 3Y: 

I racemos los. pianos BN Lb y AMKE perpendicuia r es a la car a ABLE quedando 
determinado el ortoedro ABN M KEF L cuya base es el rertangulo ABNM y 
su altura la misma del paralelepipedo. o sea. AE. 

En to rices: 

1 .ados paralelos y del mismo sent id o; 


Lados opuestos de uii paraleldgramo. 


Pot tener iguales dos lados y el angulo com- 

prendido. 

Pur tan to. los prismas triangulares AM DUKE v BN('GLK. son iguale" 

(por tener las leases y las alturas tgnales), 

De aqiii se deduce que el prisma ABCDG v el ortoedro ABN ML son. equi- 
valentes. pues ambos se componen de una parte corn tin. el prisma ABNDL. 

v de prismas triangulares iguale". 


Z 1 = Z 2 

ademas: 

~AM = ~BN 
a /7 _ W 

Z . A AMD = A&NC 


Por tanto: 


Volumen de ABCDG — Volumen de ABN.\1L 
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y como: Volumen ABMNL — urea ABNM X AE 

resulta: Volumen ABCDG ^ area ABNM X^AE 

Pero el recta ngulo ABNM es equivalence al paralelogramo A BCD v, j>or to tan to. 

V = A BCD XAE . \ V = B X h . 

359. TEOKEMA 105. Vol. UMF.N Dl: U\ FAB A1 .El .EP1 PF.OO C U A LQII IF.R A. 

“El volumen de un paraldepjpedo ctialquiera es igual a I produr to del area de 
la base pov la longitud de la altura". 



OEMOSTKAClOiM: 

Si ABCDA B'C D ' ; rig. : i.S5: es un paralelepipedo cualquiera. EFGH su 
.section recta y HM — h. la altura de esta seccion. que es la misma del 
paralelepipedo. resulta que: 

V = area seccion EFGH x AB (1; 

ya que el paralelepipedo oblicuo equivale ai paralelepipedo recto cuva base 
es la seccion recta EFGH v su altura la arista AB 103) 

Como el area de la seccion recta es: 

area seccion EFGH — Eb ■ h (2) 

Sustituvendo 2) en ; , tenemos: 


V - EF AB h. 
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Pern• EF • AH — area del para le log ramo A BCD. 

Si llamamos R al area de la base A BCD, resulta: 

V =; B • h. 


560. TEOREMA 106. 



"Todo paraielepfperio puede dcscotnpontrse en dos 
prismas triangulares equivalentcs”. 


■IK, 


ABCDHGFE es hit 
paraklepipedo ■ 

Los prismas triangulares 
ABCGEF y AC DH EG son equivalentes, 

('unatruc.f ion auxilivr Tracemos 
el piano diagonal ACGE , quedan- 
do el paralelepipedo descompuesto en 
Ids prismas triangulares ABCGEF v 
ACDHEG 

npMOSTRACiors: 

La seccion recta KLMIW es un para- 
lelugramo que quedara descompuesto 
por el piano diagonal en los A KLM 
y A KMN. Peru el prisma oblicuo 
ABCGFE es equivalente al prisma 


recto que tenga por base el A KLM, su seccion recta, y por altura su 
arista lateral AE . Asi mis mo el prisma ACDHEG es equivalente al 

prisma recto que tenga por base A KMN y por altura su arista AE. Y como 
A KLM = A KMN, resulta que los dos prismas triangulares en que ha 
quedado descompuesto el paralelepipedo ABCDEFGH , son equivalentes a 
prismas rectos ignales, por lanto ABCGEF y ACDHEG , son equivalentes. 

Coroiario. 'El vdumen de un prisma triangular es igual a I proriueto 
del area dc la base por la longitud de la altura ”, 

En efecto, llamando V al volumen del prisma triangular ABCGEF 
, h a su altura v B al area del A ABC que es la base, resulta: 


V — i volumen ABCDEFGH 
Vol, ABCDEFGH - area A BCD h 


(1) 


y como Lx ABC — A ACD por ser ABCD un paralelogramo, 
Vol. ABCDEFGH - 2 B - h (2 

/. V = - 2B H 
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sustituvendo (2) en ( I ) , v siraplificando, tenemos; 

V= B h , 

S61. 1KOREMA 107. “Si dos piramides ticnen la. nusma altura y bases 
equivalmtes, las secciones paralelas a las bases, equidislantes de los vertices, 
son equi valent es T \ 



Fig. 287 ■ .'7-;./ -• 

rj ji orf ABCD y EFGFfKL ig 77 ) son piramides de jgual altura H, 


y de bases equivalent's, colocadas sobre el mkeno piano a. 
IjOs pianos a. y f$ son paralelos, h es la distancia de A y 
E al piano ft. 

rm is: area B'C'D' = area F'G'H'K'IE 

TJEMO'STB ACTON: 

Si H es la altura de ambas piramides y h la distancia de los vertices al piano, 
tenemos ( teorema 98 ): 


area B'C'D* h 2 


(1) 

area BCD H 2 


area F’G’H’K'L' 

h 2 

(2) 

area FGHKL “ 

W 
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Comparando (1 y , tenemos: 

area B'CD' _ area F'G’H'K'JJ 
area BCD = area ~FGHKL 

y coino |>or hipotesis las bases son equivalentes (area BCD = urea FGHKL). 
resulta: 

area B'CD' ~ area F'G'H'K'L'. 

i62* TEOREMA 108* “Dos tetraedros dr igual altura ) bases equivalentes. 

son equiva lento.’ Aunque este teorema se suele admitir actualmente como 
jiara evitar el llamado “paso al iimite”, damos la demostracion 
clasica del mismo. 



Fig. 288 

ABCD v A'B'CD' son dos tetraedros de 

igual altura h y bases equivalentes, es decir. 

Area &BCD = Area A B'CD'\ 

Tetraedro ABCD es equivalente al telraedro A'B'CD’. 

DEMOSTRACION: 

Supongamos las bases de los dos tetraedros en el mismo piano a. 
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Dividamos la altura h, en un numero cualquiera de partes iguales, |x>r 
ejemplo, 4 y tracemos por los puntos de division pianos pa rale! os al piano a. 
los cuales determinaran en ambos tetraedros secciones tales, que las qu e ester* 
en nn mismo piano seran eqnivalentes por eqnidistar de los vertices A y A\ 
Si ixir El, GH. KL trazamos pianos piralelos a AB y por E/F\ G f H\ K'U 
pianos paralelos a A'B' se formaran nn numero igual de prismas triangulares 
inscritos en cada tetraedro. 

Los pnsmas coi res pond lentes son equivalentes por tener igual altura v 
bases equivalentes. 

Llamamos Vi 5 V 3 y V* a los volumenes de los prismas inscritos en el 
tetiaedro ABCD y Vj, V 3 y V s a los volumenes de los prismas inscritos 
en el tetraedro A'B'C'D'. 

Entonces tenemos: 

V x V\ 

V. — V' 2 
V* “ V'* 

Sumando miembro a miembro: 

Vi + V 2 + V 3 = V't + V, + V'* (1) 

Si el numero de partes en que se divide la altura, es muy grande, es 
decir, la altura de los estratos tiende a cero, la suma de los volumenes de los 
prismas inscritos, liene por Umite el voluincn del tetraedro. 

Con este paso al ltmite, tenemos: 

limite (Vj + V$ + V 3 -p Vi* + 1 ") = V (volumen del tetraedro ABCD). 

limite (V'i ■+ V'*. -f V' 3 -f- V'* d-) = V' (volumen del tetraedro A’B’C'D’ \- 

y como los limites son iguales, results: 

V = V' 

es decir, que los tetraedros ABCD y A'B’C'D’, son equivalentes. 

363. TEQREMA 109- ‘Todo tetraedro es la lercera parte de un prisma 
triangular de la inisma base e igual altura”. 

nrpoTEsiS: E-ABC (big. 289} es un tetraedro. 

E-ABC es la tercera parte de un prisma triangular de base ABC 
y de altura igual a la del tetraedro. 

OEMOSTH ACION ; 

Por A y C tracemos AD y CF iguales y paralelas a BE] unamos D y f 
con E y tracemos OF quedando asi forma do el prisma triangular ABCDEF. 
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Fig. 289 

Si ummos A con f\ el prisma queda descompuesto en los tetraedros 
h ABC — To, A-DEF = Ti y E-ACF — T a , que en la figura aparecen separados. 

Los tetraedros To y Ti tienen por bases los triangulos AABC y A DEF 
que son iguales por ser las bases del prisma. 

Ademas sus alturas trazadas desde E y A a los pianos de sus bases, tambieit 
son iguales por ser iguales a la altura del prisma. 

Por tanto, los tetraedros T y Tj son equivalantes por tener bases v 
alturas iguales, 

Considerando los tetraedros T, y T;i, si tomamos E como vertice de 
ambos, sus bases son los triangulos &DAF y A FAC que sou iguales por 
ser mitades del paralelograirto ACFD. 

Ademas, su altura comun es la perpendicular desde E al piano ACFD „ 
por tanto T ( y T :( son eqmvalent.es. 

Como los tres tetraedros son equivalentes, E-ABC — T, es la tercera 
parte del prisma triangular AfiCDEF. 

364. TEOREMA lit). Volumen de l.a ptramcde. "El voliuncn de una 
piramidc cualquiera es igual a tin tercio del producto del area de la base por 
la medida de Ja altura". 

SiipoT 1 ■ ABC DEF Fig 29L, es una jiiramide cualquiera. 

B es el area de la base: 
h es la altura y 
V es el vdlumeii. 
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TESTS: 

DEiVJOSTRACION: 


1 

V = - B h . 
$ 


Trazando por la arista AH los pianos diagonales ABD y ABE . la piramide 
queda descompuesta en tetraedros cuyas bases son los triangulos A BCD. 



lug, 290 


A BED j A BEE, teniendo todos la misma altura h de la piramide, 
IJamando b t , b^> y b t a las areas de estos triangulos, tenemos 


1 1 1 

V = - bih + - b*h + - b 3 h 

3 3 3 


* 

* f 

V = -j h (bi + b- + ha) 

o 

a) 

Pero: 

bi -j™ b-j — J— b 3 B 

m 


Sustituyendo rl en (1 : , tenemos: 

1 

V = - B h . 

3 


Cokolario 1. Tod a piramide es la tercera parte de un prisma quc tenga 
igual base e igual altura. 

Corolario 2. La razon dc los volumenes de dos pirainidcs oualesquiera 
es igual a la de los product os de sus bases por sus alt liras 


COROLAKIO 3. Dos piramides de igual altura y bases equivalents, son 
equivalent's. 


GEQMETRIA (BALDOftl - 10. 
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3f)5. rEOHEMA ill. “lodo tronco de piramide triangular de bases 
paraldas es equivalente a la suma dc tres piramidts de la misma. altura del tronco 
y cuyas bases son las dos del tronco y una media proportional entre ambas'\ 



ABCA'ffC es un tronco de piramide triangular de bases 
paralelas de areas B y b, L 291) 

ABCA'B C es equivalente a la suma de tres piramides de altura 
igual a la del tronco y cuyas bases scan B, b y \/B ■ b , 

OliMOStU ACIOfS): 

Uniendo B con A y C y trazando A'C n el tronco queda descompuesto en 
fas piramides B L ABC, C-A’B’C y Bt-AA'C. 

Ea piramide B~ABC tiene por base la base mayor ABC del tronco v jx>r 
altura la misma de este. 

La piramide OA'B'C' tiene por base la base menor A'B'C del tronco 
y por altura la misma de este. 

Respecto a Ja piramide B’-AA'C , vamos a demostrar que es equivalente 
a otra de igual altura que el tronco v cuya base es media proportional entre 
las bases B y b del tronco. 

Si por if' trazamos B'D AA \ unimos D con C y trazamos DA\ resulta 
la piramide D~AA'C equivalente a la B-AA'C por tener la misma base 
IsAA C y la misma altura. la distancia de B' y O, al piano AA'C que resultan 
iguales ya que BD es paralela a dicho piano. 

Si en la piramide D-AA'C se toma comu vertice el punto A J y por base 
el &ADt\ su altura sera igual a la del tronco. 

Vamos ahora a probar que el area del A ADC es media proporcional 
entre B y b. 
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Comparando los triangulos A ABC y A ADC tenemos que la razon de sus 
areas es la misma que la de sus bases AB y AD por Tener la misma altura. 

area A ABC AB 

-—- ( 1 ) 

area A ADC AD 

Trazando DM || BC, en ios triangulos A ADC y A ADM se tiene; 

area A ADC AC 


area A ADM AM 


Pero: A ADM — A A'B'C' por ser AD = A'S'; AM = A'C lados opuestos 
de los paralelogramos ADB'A' y AMC'A y ademas Z A — / A' por tener sus 
lados paralelos y del mismo sentido. 

Por tanto, la igualdad (2) puede escribirse: 


area A ADC AC 


area A A'B'C' AM 

Ademas r A ABC ~ A ADM ]>or ser DM [| BC. Luego: 

AB 


(3) 


AC 


Sustiiuyendo en (3 ) : 


AM AD 

area A ADC AB 


AD 


area AA'B'C 
Comparando (1) y (4), tenemos: 

area A ABC area A ADC 


(4) 


es decir: 


area A ADC ~ area A A'B'C 

B _ area A ADC 
area A ADC b 


A area A ADC — \/B'b • 

366. TEOREMA 112. “Un tronco de piramide de bases paralelas es 
equivalente a un. tronco de pi Amide triangular de la misma altura y bases equi 
valentes a las del tronco dado” 


mm tests : ABCDEA'B'CD'E ' es un tronco de piramide 

cualquiera de bases paralelas. 

tesis: Volumen de ABODEA’B’C'UEJ = volumen MNPQRT, 
MNPQRT es un tronco de piramide triangular de la misma altura que 
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el tronco dado y de bases equivalences a las del tronco dado y situadas en 
los pianos ayjj paralelos. 


Volumen de ABCDEA'&C'D’E’ — volumen MNPQRT 



OEMOSTB ACIQN: 

Consideremos las piramides S-ABC DE y S -MNP a las que pertenecen 
los troncos dados, 


l>as piramides S-ABCDE y S'-MNP son equivalentes por tener igual 


altui'a v bases equivalentes corolarie >. An, 360’). 

Por tanto: 

volumen S-ABCDE = volumen S-MNP (j) 

Las piramides deficientes S-A'B'C'D'E’ y S' QRT son tambien equiva- 
lentes porque las seccion.es A'B’C'D'E' y QRT son equivalentes. 

Luego: 

volumen S-A'B'C'D’E' = volumen S'-QRT ; 2 

Restaudo miembro a miembro y . resulta: 

Vol. S-ABCDE — Vol. S-A'B'C'D'E' - Vol. S'-MNP — Vol. S’-QRT 

Pen); 

Vol S-ABCDE — Vol. S-A'BCD'E' - Vol ABCDEA'BV’D'E' 4> 
y Vol S'-MPQ — Vol. S’-QRT = Vol MNPQHT 
Sustituyendo ( S! y "> en ( , resulta: 

Vol ABCDEA'B'CD'E’ = Vol MNPQRT, 


367. VOLUMEN DEL, TRONCO DE PIRAMIDE DE BASES PARA- 

IJ£LAS. “E{ mhmien de im frnnco de pirdmide de bases' parahlas es igual 
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al produeto de un teraio de su, altura por la surrm de sus bases y- una media 
proper aanal enire eilad'. 

Formula: Si B y b son las areas de las bases paraletas. h la alfura y V 
el volumen, la formula para el calculo del volumen es: 

h - 

V = -(B + b +VB b). 

3 

En efecto, segun el teorema anterior un iTGnco de piramide de bases paralelas 
es equivalente a uno triangular de la misma altura y bases equivalents a las 
del tronco dado (es decir, tiene el mismo volumen) y uno triangular - 
>ema 111 es equivalente (tiene el mismo volumen) a la suraa de tres 
piramides de igual altura y cuyas bases son las dos del tronco y una media 
projiorcional entre ambas. 


1 1} Hallar el volumen de un or toed ro cuyas dimensiones son: 
16. 12 y 8 cm. H: 1536 cm J ; 

(2) El volumen de un ortoedro es 192 cm 3 y dos de sus dimensiones 
son 8 y 6 cm. Hallar la otra dimension. TL: 4 cm. 

( 3 i Hallar el volumen de un cubo de 7 cm de arista. ft: 34' cm 3 , 

Hallar la arista de un cubo de 512 cm 3 de volumen. it: 8 cm. 


■ 8 ) Hallar la arista de un cubo equivalente a un ortoedro cuyas di¬ 
mensioned son: 64, 32 y 16 pies. R: 32 pies. 

La diagonal de un cubo mide 12 cm. Hallar su volumen. 

R.: 1 92\/3 cm 5 . 

El area total de un cubo es 150 m-. Hallar su volumen. 

ft: 125 m 3 . 

f 8 ■ El volumen de un cubo es 27 cm 5 . Hallar su diagonal. 

ft: d = 3\/3 cm 

Expresar el volumen V. de un cubo en funcion de la diagonal D. 

v - (yT) 

(10) Hallar el area total de un cubo equivalente a un ortoedro de 9 cm 
de largo. 8 cm de ancho y 3 m de altura. ft; A? 216 on 3 . 

(11 Expresar el area total de un cubo en funcion del volumen, 

ft; A 7 . = 6[f/vV 
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■ 1 2 1 Expresar el volumen de un cubo en funcion del area total. 


R.: V ~ 


f At 

. V ~ j 


1 5 


l i) Si el vo lumen de un ortoedro es 60 in ' y el area de la base es 
15 To", ^cuanto mide la altura? R. 4 ni. 

illi El area de un ortoedro es 264 cm-. La relation del largo 
al alto v al a nr ho. es de 5:5:1. Ha liar sus dimensioned. 

R.: largo 10 cm: 
alto = (i cm: 
ancho = 2 cm. 

i 15 i El largo de un nrloedro es el doble que el ancho; el ancho es el 

doble que la altura. Su diagonal vale \/2 1 cm. Ha liar su area total. 

R.: A t — 20 rm ; . 
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la gran pirdmide construida por Khufu hace mat 
de 5.000 anos. En ella se empleo el trabajo de 
mas de 100.000 honibres y su construction dura 
treinta anas. Las «errores» angulares o longitudi- 
nales no Megan a lo anchura del dedo menique. 


Ya se ha dtcho que los egipcios no consideraron 
la Geometria como cienda, pera en cuanto a su 
.plica cion nadie como ellos logro to I perfeccion, 
El mejor exponents es la ingente obra de las pi¬ 
ramide* de Gize. La que se hafla a la derecha es 



Cuerpos redondos 


368. SUPERFICIE DE REVOLTfCION. Es la superficie engendrada 
por una Knea que gira alrededor de una recta llamada eje, En la rot acid n 
los puntos se mantienen a la misma distancia del eje. 

La linea que gira se llama generatriz. Todos los puntos de la genera- 
triz describen circunferencias cuyos centres estan en eL eje y cuyos pianos 
son jierpendiculares a el. 

Kjanpio-. La Hnea X X* X” X'” 293) al girar alrededor del 

eje FF', engendra una superficie de revolucion. Sus puntos: X , X', X", X'" 
engendran circunferencias de centros O, O', O", O'". 

La superficie OX X' X ft X'" O'"- al girar alrededor de YY\ engendra un 

solida o cuerpo dc revolution. 
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geometjua plana y del espacio 

Entre las superficies de revolucion mas importantes estan la superficie 
cilmdrica, la conica y la esferica. 

I- 18 dlin(J rica es la engendrada gpr una recta paraleta al eje. 

X' ,a cdl * ca es d engendrada por una semirrecta cuvo origen esta en el 
eje y no es perpendicular al eje. 

La esferica es la engendrada jror una semicircunferencia que gira alre- 
dedor de su diametro. 

Estas tres superficies timitan los siguientes cuerpos: 


1) cilindro- 2i cono; 


esfera. 


r 



' CILINDRO. AREAS LATERAL Y TOTAL. VOLUMEN Se 

llama cilindro de revolucion o cilindro circular recto a la porcion de espacio 
limitado por una superficie ciiindrica de revolucion y dos pianos perpend icu- 
lares al eje. Las secciones producidas por dichos pianos, son dos circulos 
f lamados del cilindro. La distancia entre las bases se llama 


Tambien puede considerarse el cilindro corao engendrado por la re va¬ 
in cion complete de un rectangulo alrededor de uno de sus lad os, 

Asi, |K>r ejemplo, el rectangulo ABCD algirar alrededor del lado SC, 
engendra un cilindro circular recto. El lado AD, que engendra la super- 
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ficie cilindrica, se llama ■ /v* -'ratnx, Los lados AB y DC describen dos circulos 
quo son las bases del cilindro 294). 

Observese que la generatriz AD — BC~, es la altura del cilindro. 

A?ea lateral del alum to £s el area de la superficie cilindrica que lo 
limits. 1 ara calcularla pcdemos imaginar dos cosas: o bien que lo abrimos 
a lo largo de una generatriz y lo extendemos en un piano,'o bien que se 
inscribe un prisma regular y calculamos el limite del area lateral del prisma 
al aumentar infinitamente el numero de caras laterales o 



En el primer supuesto, se obtiene como desarrollo un rectangulo de 
base AB ~ 2 nr y de altura BC = g. El area de este rectangulo ABCD, 
es el area lateral del cilindro y vale A r ,~2nrg, que dice: I .v to/,era! 
de un cilindro circular recto ns igual a la circimferenda de la hme por- la 
gemratriz del cilindro' is 296 ). 

En el segundo supuesto se llega a la misma formula, pues el area lateral 
del prisma recto es igual al perimetro de la base por la arista lateral y el 
limite del perimetro de la base es la longitud de la circunferencia de la 
base del cilindro ( 2 jir) y la arista lateral es igual a la generatriz g 
del cilindro. 

Area total £1 area total es igual al area lateral mas las areas de las 
dos bases. El area de cada base es: 


B 


n r 2 . 


Luego: 


At — Ac -|- 2 b 
A T —+ 

A t =■ 2 n r (g -f- r). 
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Fig. 296 

Volumen del cihndro. Es el limite del volumen tie un prisma inscrito 
dc base regular cuyo numero de lados crece infinitamente, Como el volumen 
del prisma es el product© del area de la base por la altura tendremos: 

Volumen cilindro = it r- g 


va que la altura es la generatri?.. 


17U SUPERFICIE CONICA DE REV( )LUCION. Si una semirrecta 

— ~ _ <-> 

AV (Tip. ,- l) 7 i que tiene su origen en un punto de una recta VO que es 

perpendicular al piano de un circulo en su centra, gira alrededor de VT) 

pasando sucedvamente por los puntos de la circunferencia. engendra una 

superficie conica de revalue ion. 

<-> — > 

La recta VO es el eje de la sujxirficie conica; la semirrecta VA la 

nnrr: y !a circunferencia se llama 
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Fig. 29 a 

CIRCULAR RECTO. AREAS LATERAL Y TOTAL. 


SAGRAD0 CORAZON DE, 
HOSPICJO 


BIBLIOTECA 


UCEO POUVALENTE 


VOLUMEN. La portion de espacio limitada por una superficie conica de 
revolution y un piano perpendicular al eje. se llama cono circular recto 
o cono de re voluci6n. 


La section se llama del cono, la distancia VO es la altura y el radio 
de la base es el alio del cono. 

El cono circular recto puede considerarse engendrado jior la revolucion 
de nn triangulo rectangulo alrededor de uno de sus catetos. 

Asi, el AV/40 al girar alrededor del cateto VO, engendra 

un cono circular recto; la hipotenusa VA es la genera triz y engendra la su- 

l>eriicie lateral del cono; el cateto VO es la altura del cono v el otro cateto AO 
que engendra la base, es el radio del cono. 

Arm lateral del cono Si con radio g, conslruimos el sector circular 
del arco igual a la cirtunferencia de la base del cono, se obtiene el desarrollo 
de la sujierfice lateral del cono. 

Como el area de un sector circular es igual at semiproducto de la lon- 
gifud de su arco por la mcdida del radio, tenemos; 
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lis decir, l-,i area It tier nl del cot to nrcular r\ i ’final n In iemu'ircutife- 
ffrnm'q de la base, multiplicado par la medida de la general riz” (Fig 299 ) 


GEOMETRIA PLANA V DEL ESPAGIO 
A L =-^‘2nrg ^ Ai, — 71 rg. 


Fig. 2{H) 

Area total del -on Si al area lateral le surnames ei area de la base (B) 
lendremos el area total 

A L ~nrg 
B = nr 2 

A T = it r g n r 2 
~ ji r (g r) 

Voluruen de! Es el limite del volumen de ima piramide inscrita 

de base regular cuyo numero de lados aumenta infinitamexite, Como el volu- 
mente de la piramide es un tercio del area de la base por altura, tendremos; 

Volumen del cono — — nr 2 h. 

3 

372, TRONCO DE CONO. A HE AS LATERAL Y TOT Al, La porcion 
de cono circular recto comprendida entre la base y un piano paralelo a ell a. 
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se llama //• two de cono. Los dos circulos quo lo limitari son las f m rt la 
distancia entre las bases es la ah urn v la porcidn de generatrix. del cono es 
la generalriz del tronco. 


V 



Fig, 300 

La }»rcion de cono comprendida entre el vertice y el piano parakdo 
a la base, se llama com deficient#, Un tronco de cono circular puede cami- 
derarse engendrado por la revolucion de un trapecio recta ngulo que gira 
alrededor del lado perpendicular a las bases. 

En la esta representado el tr&nco de cono O' OB A, 

Cltyas bases son los drculos de centres O y O' y radio r y /. La a I turn es 

el segmento O'O y la generatrix el segmento A'B. El cono de vertice' V y 
base el circulo O' es el ono deficients. 

Aren lateral del tronco de anno Se puede obtener de la siguiente manera: 
Supongamos inscrito en el tronco de cono (Fig. un tronco de piratnide 

regular, de apotema a. 

Si Ilamamos P y P’ a los permietros de las bases, tenemos: 

P+P' 

A,^ 


2 
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Fig. 301 

Si el mimero de caras del tronco de piramide. se aimieula in fin i- 
lamente. P y P f tieuen jx>r Imiites los valores 2 nr y 2 nr' y la apotema 
del tronco. tiene por limits el valor de la generatrix del tronco. F.n 
toiif P'. tendremofi: 


A, = 


2 n r 2 n r' 


At, - 


2 1 n r -f- n r *) 


U 


A L ^ (» r -f- « /) g 
At. = «(/■ + /) g 
A t . — n g (r -f i*). 

Area total del tronco de cono. Para ha liar el area total, liasta suniar 
al area lateral las areas de las dos bases. 


A L = ng (r 4 r ) A, 
A r = A r + A b 4- A {1 , 


ji r- 


A R , — n r 2 


A ji g (r -}-/■'} + « r x 4 « 

A ^ ~ n £[■ (r -f- r ) 4" ri (r J 4“ r r ~). 
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\ olumen del tronco de cono. Analogs mente al volumeu del tronco de 
piramide regular, tendremos: 

Volumen tronco de cono = ~ (« R- -f- n r- -f n Rr) 

siendo h la altura y R y r los radios de las bases del tronco, 

Scccioties. loda seccion producida en una superfine esferica por uji 
piano, es una rircunferencia. 



373. SUPERFICIE ESFERlGA Y KSPKRA La rsfpriva es e! 

lugar geometrico de todos los puntos del espacio que equidistan de uno 
interior llamado centro, 

La distancia del centro a uij punto de la superficie se llama Si la 

distancia de un punto al centro es menor que el radio el punto es interior a la 
superficie y si es mayor el punto es exterior. 

Se llama .r al conpmto form a do por todos los puntos de una super¬ 
ficie esferica y los interiores a la misma. Las palabras esfera y superficie 
esf erica se suelen usar como sin dramas. 

Una superficie esferica es tambien la superficie de revolution engen* 
drada por la rotacion de una circunferencia alrededor de uno de ms diametros. 
E1 cuerpo engendrado por la rotacion de un circulo es la esfera 
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Toda recta y todo piano que pasan por el cen1.ro se Hainan y 

P !f - } respectivamente. Un piano diametral divide a la esfera 

en dos partes iguales Hamadas 

374. POSICIONES RELATIVAS DE UNA RECTA Y UNA ES¬ 
FERA Una recta puede tener con una esfera dos puntos comunes ; 

nn solo punto comun o ningun punto comun 

• riuH’-iH nr / / ma < y. ■ ■ Si la distancia del centre 

O a un piano P es menor que el radio, el piano es -rants , ]%. . La 

interseccion con la superficie esferica es una circunferencia y con la esfera 
es un circulo. Si el piano pasa por el centra, eomo el piano a, la interseccion 
done el mismo radio que la esfera y se llama a-cu/o Si no pasa 

por el centro la intersecciou es un • uu, m< n< . Todos los drculos maximos 
son iguales. 

Si la distancia del centro al piano es igual al radio el piano tiene un 
solo punto comun con la esfera y se llama • ■ y al punto con tun 

punto de conUictb. 

Si la distancia del centro al piano es mayor que el radio el piano es 
exterior y no tiene ningun punto comun con la esfera. 

Poskionr: dos r-l- Ocupan postciones analogas a las de dos cir- 

cunferencias en el piano. Si son secantes tienen comun un circulo cuyo piano 
es perpendicular a la recta que une los centres. Si son tangentes tienen un 
solo punto comun. 

375. CONO Y CILINDRO CIRCUNSCRITO A UNA ESFERA. Si 

desde un punto exterior a una esfera trazamos todas las tangentes posibles, 
se obtiene una superficie cdnica que se dice esta circunscrita a la esfera. La 
linea de contacto del cono y de la esfera es un circulo menor. 
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Si se trazan tod as las tangentes paralelas a una recta dada se obtiene on 
cilindro circunscrito. La iinea de contacto es un drculo maximo. 

376, FIGURAS EN LA SUPERFICIE ESFERICA Y EN LA ESFERA 

Si cor tamo a una esfera par un piano secante tendremos: 

Cad a porcion de superficie esferica es un (en general 

se consider a el menor de los dos). Si el piano secante pasa por el centro 
el casque te se llama hemisferio. 

Cada porcion de esfera se llama 

Si cortamOs una esfera por dos pianos paralelos tendremos: 

La porcion de superficie esferica limitada por les dos pianos se llama 

zofta esfericd. 


La porcion de esfera limitada por Iqs dos pianos se llama ; ,7: , , 

fcnco de dos bases. 



Si consideramos dos semidrculos maximos del mismo diametro 
tendremos: 

La porcion de superficie esferica limitada por los dos semidrculos se 
llama auso esfenco. 

La pore ion de esfera limitada por los dos semidrculos se llama 

cuhet esferica. 

Se llama isiuneia esferica entre dos puntos de una superficie esferica 
al menor de los arcos de drculo maxi mo que pasa por ellos, Es la distancia 
mas corta entre dos puntos medida sobre la superficie esferica. 

Se llama fr ; dng;do e.s/cV </•?.• la porcion de superficie esferica limitada 
por tres arcos de drculo maximo. Estos arcos o lados del triangulo son menores 
que una semicircunferencia. 
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Se Hama ><. u->. eti un pun to ei form ado por dos arcos de 

rirculo maxima. Se mide por el angulo formado por las tangentes a los 
arcos en el punto. 



m, AREA DE UNA ESFERA Y DE FIGURAS ESFERICAS. La 

obtencion por me tod os elementales de la formula del area de una esfera es 
algo laboriosa. Requiere los siguientes pasos: 

El area engendrada por la base AB de un triangulo isosceles A OAB 
al girar alrededor de un eje e que no corta al triangulo^ es igual a la pro- 
veccion del segniento AB sobre e] eje por la longitud de la cireunferencia 
ruyo radio es la altura OH del triangulo. 

En c-fecto: el area engendrada jx>r AB eti su giro es el area lateral de 
un tronro de cono de lado AB y circunferencia media la de radio HM, Luego; 

Area engendrada por AB = 2 n HM X AB 
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Pert) los t rumgulo* A OHM y A ABD son semejantes: 

AB AH . AB AW 

15ff ~ TiM OR ~~ WM' 


LuejjfO: Area engendrada por AB — 2 n OH X A f B'. cotnn se queria demostrar. 

Considerar una linea poligoiial regular, o sea una quo brad a forma da 
{Hjr cuerdas iguales de una circunferencia, y los triangulos isosceles quo se 
forman uniendo los vertices de la pcligonal con el centre, 

Segun el teorema anterior, el area de la superficie engendrada al girar la 
poligona 1 alrededor de un eje, que no la corte, es igual al producto de la pro- 
yeccion de la diagonal sobre el eje por la iongitud de la circunferencia ruyo 
radio es la apoteina de la jxdig<snal. 



Si ahora consideramos una sernicircunferencia girando alrededor de 
su diametro, inscribimos uita poligona! regular v hacemos crecer infinitamente 
el mimero de lados. en el limite se obtiene que la proyeccidn de la jwligonal 
es el diametro (2 r); la apotema se transforma en el radio r y el area result a 
la de la superficie esferica* Luego: 

Area superficie esferica — 2«rX2r — 4n r-. 

AREA DE UN GASQUETA O DE UNA ZONA ESFERICA. Es e\ 
limite del area engendrada por una poligona! regular inserita en el arco al 
crecer infinitamente el mimero de la do?, Luego: 

Area de un casquete o zona — 2 nr h 
siendo r el radio de la esfera y h la proyeccidn de la poligona 1 sobre e! 
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areas son do la forma: 

7 i r* — n s' “ Jt(r 2 — s 2 } = n k- 
siGiido k la distancia del centre al piano. 

Si a horn censideramos el cono de 
vertsce. el centre de la esfera y de base 
la del cilindro tendremos que el area 
de !a sec cion a la di stand a k es: 

siendo r el radio de la section. Pero 
eomo los trianguios A AOB v A OCl) 
son semejantes. resulta: 



r r 

es decir. que el area de la corona circular (» k-) v el area de la section 
del cono (jc x 2 — n k?) son iguales* 

Aplicando el principle- de Cavalieri result a que el volumen V* del espa- 
cio entre la esfera y el cilindro es igual a la suma de los volumenes de los 
dos conus que tienen de vert ice el centro de la esfera v de bases las del prisma* 
FJ volumen de cada uno de estos dos conos es: 

1 . 1 

— a: r- (r) : - — n r 3 
3 3 

y el tie los dos conos es; 

o 

— 7i r \ 

3 



l.uego. el volumen de la esfera sera: 

V = V X — V- = 2 n r* 


2 4 
- nr' = ~ n r*, 

3 3 
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EjERCICIOS 

( * , Hailar el area lateral de un dlindro circular recto, si el radio de 
la base mide 4 cm v la generatrix 1U cm. ft; 251.2 cm. 

t. 2 ) Hailar la generatrix de un cilindro sabiendo que su area lateral 
es 7:iti .6 cm . 2 y el radio de la base mide 10 cm. ft.- 12 cm. 

: 1 ■ Hailar el area total de un cilindro si el radio de la base vale 
20 cm y la generatrix 50 cm. ft.; ^280 cm. 

( I- Hailar la generatrix de un cilindro cuya area total es 408.2 cm 2 
si el radio de ia base mide 5 cm. ft p ; g frn . 

( 5 ) El area total de un cilindro es 471 cm 2 y su generatrix es ei dobie 
de su radio. Hailar la generatrix y el radio. ,, JO , m . 

It; ' 

r — 5 fm- 

\ 6 ■ Hailar el area lateral de un cilindro. si el radio de la base mide 
b m y la altura 9 m. ft.; m- 

i 7 > Hailar el radio de ia base de un cilindro sabiendo que su area 
lateral es 1507.2 cm 2 y la generatrix vale 40 cm. g <- rtL 

(H) El area total de un cilindro es 75.56 in 2 y su generatrix es el dobie 
del radio de la base. Hailar el radio y la generatrix, , > ,, 

ft..* 

g — 4 m. 

(9 ) Hailar el area lateral de un cilindro cuya generatrix es iguaj al lado 
del triangulo equilatero inscrito en la base del cilindro. it; 2\/5 n r‘ 

i 1 ( 11 Hailar el area total de un cilindro, sabiendo que su generatrix es 
igual al lado del hexagono regular inscrito en su base ft; ) n /■-. 

Ml) Hailar el area lateral de un cono cuya generatrix vale 6 cm. 
si el radio de Ia base mide 4 cm. ft; 75.35 cm , 

12 ) Hailar e] area lateral de un cono sabiendo que el radio de la base 
mide 6 cm y la altura 8 cm. ft..- ig&_|, ( 

ill' Hailar el area total de un cono si Ja generatrix vale 9 cm v el 
radio de la base 5 cm. ft; 219-K cm-. 

(14) Hailar el area total de un cono sabiendo que el radio de la base 
mide 5 cm y la altura 4 cm. ft.- y\ 3 g cnr . 

1 1 j Hailar la altura tie un cono sabiendo que el area lateral mide 
1 6 y/5 71 cm 2 y el radio de la base mide 4 cm. ft.- g cn . 
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(16) El area total de lm cono es 13 n cm 2 . El radio de la base y la altura 

estan en la relation 1:2. Hallar el radio y la altura. r — 2 cm 

ft,: 

h = 4 cm. 

(1?) Hallar el area lateral de un tronco de cono cuya altura mide 

8 cm, y los radios de las bases valen 4 cm y 10 cm, respectivamente, 

R.: 439.6 cm-’ 

(18) Hallar el area total dc un tronco de cono cuya altura nude 

4 cm, si los radios de las bases miden 9 cm y 6 cm, respectivamente. 

H.: 192 jt cm 1 '. 

(19.) El area lateral de un tronco de cono vale 560 tt cm 2 . El radio de 
la base mayor y la generatriz son iguales, El radio de la base menor vale 
8 cm y la altura del tronco mide 16 cm. Hallar la generatriz. R.: 20 cm. 

(20) Hallar el area lateral y el area total de un tronco de cono. sa- 

biendo que los radios de sus bases miden 1 1 cm y 5 cm y la altura 

8 cm, respectivamente. ^ A ft — 502.4 cm-. 

A r — 960.84 cm-. 


( 21 ) Dos esferas de metal de radios 2 a y 3 a. se funden juntas para hacer 

una esfera mayor. Calcular el radio de la nueva esfera. R.: r - a y / 35. 

( 22 ) En una esfera de radio r se tiene inscrito un cilindro de manera 

tal ijue el diametro del cilindro es igual al radio de la esfera. Calcular: 
fi) el area lateral del cilindro; h) el area total del cilindro; c) volumen 
del cilindro R.: a) A L = 7t \/Tr 2 . 

7 t r-. 



n \/ 3 t 
c) V -- - — r\ 

(23) Se tiene una esfera situada dentro de un cilindro de manera que 
el cilindro tiene de altura y diametro el diametro de la esfera. Determinar 
la relation entre el area de la esfera y el area lateral del cilindro. 

son iguales. 

(24 ) Dos esferas cuyos diaxnetros son 8 y 12 pulgadas respectivamente 

estan tangentes sobre una mesa. Determinar la distancia entre los dos puntos 
donde las esferas tocan a la mesa. R.: 4\/6 pulgadas 

(26) Dentro de una caja cubica cuyo volumen es 64 cm 3 , se coloca una 
pelota que toca a cada una de las caras en su punto medio. Calcular el vo¬ 
lumen de la pelota. 32 

n,: V ^ — jt. 



GEOMETRIA PLANA V DEL ESPACIO 


300 



F.jer. 29 


(26) Se fuiide un t i- 
lindro do metal de radio r 
y altura k , y con el me¬ 
tal se hacen conos cuyo 
radio es la mitad del ra¬ 
dio del cilindro, pero de 
doble altura. ^Cuantos co¬ 
nos se obtienen? 

fi.: 6 conos. 

(271 Una esfera de 
cobre se fuiide y con el 
metal se hacen conos del 
raismo radio que la esfera 
y de altura igual al doble 
de dicho radio. ^Cuantos 
conos Se obtienen? 

R.: 2 conos. 



Ejer. 30 


(28 ) En una.eaja de 
forma cubica, caben exact ament e 8 es¬ 
fera s de 2 pulgadas de did metro cada 
una y en el centra de estas una esfera 
menor que las anteriores. Calcular el 
vnlumen de esta, 

4 

RV-- '5y2 — 7 in. 
3 

(29 ) Hallar el volumen del espa 
cio limitado ]>or Jos francos de piramide 
y de cono, de acuerdo con las medidas 
indicadas en el dibujn. 

R- V =620.72 pulgadas cubicas. 

: SO,) Calc u la r el volumen del es 
pacio que queda entre los das eilindros. 
de acuerdo con las medidas indicadas 
en la figuia. 

R.: V — 1695.8 pulgadas cubical. 

r , il l Hallar el volumen del es¬ 
pa cio limitado entre el cono v el or- 
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toedro de acuerdo eon las medidas indi- 
cadas en el dibujo. 

R.: 654.96 pulgadas cubicas. 



Ejer. 31 


EJcr. 32 


(32) 
did metro, 


De un cubo de 5" de arista se quita nn cilindrci de 3" de 
Calcular el volumen de la parte qne queda del cubo. 


R.: V = 89.675 pulgadas cubicas. 
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En sus monumentos grandiosos y en su arte los ma- 
yas y los aztecas nos dejaron evidencia de la 
aplicacion maravillosa que estos dos pueblos hi- 
cieron de la Geometric. El triangulo, el circulo, el 
cuadrqdo, el cilindro, etc., les fueron figuras fa- 


miliares, La greca —que como su notnbre indicc 
ha sido atribufda a los griegos—, era estampado 
en telas, maderas o piedras mediante la ayude 
de rodillos lobrodos, como el qire aparece en lc 
ilustracion a la izquierda (unos 2.000 anos a. d. C 
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380. ANGULO DESDE EL PUNTO DE VISTA TRIGONOMETRIC© 
—* —> 

Sea OA una sem irrecta fija y OC una semirrecta movil del mismo origen 

— >r 

y en coincidencia con OA, 

Supongamos ahora que la semirrecta OC gira alrededor del punto O. 

en sentido conlrario a las agujas del reloj. Entonces OC. en cad a po¬ 
sition engendra uii angulo, el angulo LAOC < Fie v por ejemplo, 

. —> —> — > 

Cuando OC coincide con OA, el angulo es nulo* cuando OC comienza a girar, 

-> -— 5 * 

el angulo aumenta a me did a que OC gira. A1 coincidir OC de 

302 


nuevo con 
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— > —> 

OA, ha engendrado un angulo completo (360°) , pero OC puede seguir girando 

y engendrar un angulo de un valor cualquiera. 



Fig. 303 Fig, 304 

381. ANGULOS POSIT1VOS Y ANGULOS NEGATIVOS. Arbiiraria- 


mente se ha convenido que los angulos engendrados en sentido contrary) a 
las manecillas del reloj, se toman como positivos y los angulos engendrados 
en el mismo sentido de las agujas del reloj se consideran negativos. 

Ejemplo. En la figura 304: Z AOC — 45°; Z AOB = 45°. 


382. SISTEMA DE EJES COORDENAIXXS RECTANGULARES. Sobre 
<—> 

una recta XX’, tomemos un punto O 

que se llama origen. Por el punto 

<—> 

la recta YY' de manera 


O, tracemos 
<—> 


<—> 

XX’. 


que YY’ l 

Tomemos una unidad y gradue- 
mos los dos ejes a partir del punto O. 

El eje XX' se gradua postiva mente ha- 
cia la cterecha y negativamente hacia 
la izquierda. El eje YY' se gradua po- 
sitivamente hacia arriba y negativa- 
mente hacia aba jo. 

Ixjs numeros sobre el eje XX' 
miden las distancias en magnitud y Ug. 303 

signo riel origen a los puntos del eje v reciben el nonibre de absdsas. 
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Los numeros tornados sobre el eje YY' miden las distancias del origin 
a Jos puntos del eje y reciben el nombre de 

Analogamente, el eje XX' se llama y el eje YY' se 

llama ■ • - a cum 

El punto O es la interseccion de los dos ejes y se llama on gen de 
coordenadas, 

Los ejes XX' y YY' divider! el piano en 4 partes. Ilamadas cuadrantes. 

XOY ~ I cnadrante X’OY’ = III cuadrante 

YOX' - II cuadrante Y'OX - IV cuadrante. 

383. COORDENADAS DE UN PUNTO. Estableodo eu un piano un 
sis tenia de ejes cooraenados, a cada punto del piano le corresponden dos 
numeros reales (una abscisa y una ordenada) que se llaman coordenadas 
del punto. 

Para detemiinar dichas coordenadas, se trazan por el punto paralelas 
a los ejes XX' y YY' y se determinan los valores donde dichas paralelas 
cortan a los ejes. Estos valores se colocan a continuacidn de la letra que 

represents al punto, den- 
tro de un parentesis, se- 
parados jxmt una coma. 
primero la abscisa y se- 
gundo la ordenada. 

Ejempio En la 

las coordenadas de 
A son 5 y 2. Se escribe: 

A{5, 2). 

Reciprocamente, da- 
das las coordenadas de un 
punto C (— 4,-2), para lo- 
calizar el punto se senala 
—>4 en el eje A'A'' y -2 en el eje YY 'Por estos puntos se trazan paralelas 
a los ejes y donde se cortan esta el punto C 

384. FUNCIONES TRIGONOMETRIC AS DE UN ANGULO AGUDO 

EN UN TRIANGULO RECTANGULO. Consideremos el triangulo rectan- 
gulo i\ABC I .a s Ilamadas funciones o razones trigonometrical 

de los angulos agudos lB y 1C son las siguientes: 

SENO. Es la razon entre el cateto opuesto a la hipotenusa. 


Y 
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Seno del angulo B se escribe sen B. 


sen B 
senC 


a 

e 

a 


COSENO Es la ra- 

zort entre el cateto adya- 
cente y la hipotenusa. Se 
abrevia, cos. 

cos B — - , 

« 

cos C — -. 
a 



TANGENTE. Es la razon entre el cateto opueslo y el cateto adya¬ 
cente. Se abrevia tan. 


b 

tan B — - 
c 


1 


tan C —«- . 
b 


COTANG ENTE. Es la razon entre el cateto adyacente y el cateto 

opuesto. Se abrevia cot. 

€ b 

cot B — — ) cot C = - . 

b c 


■SbXIAN'IE. Es la razon entre la 
hipotenusa y el cateto adyacente. Se 
abrevia sec . 

sec B = — ; sec. C = ~ : 

c 0 

COSECANTE. Es la razon entre 
la hipotenusa y el cateto opuesto. Se 
abrevia esc. 

CSC B — -r, cseCz=~. 

P c 

Dado im triangulo rec¬ 
ta ngulo cuyos catetos miden 6 y 8 cm, 
calcular las funciones trigonometricas 
del angulo agudo mayor. 

For medio del teorema de Pitago- 
ras, calculamos la hipotenusa: 

BC 2 — ~AB 2 + AC 2 
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5C 2 ~ 62 + 8 3 = 36 4- 64 = 100 

— 100 BC = y to<r= 10. 

Sabemos que el angulo agudo mayor es el angulo B (Fig. porque a 

mayor lado se opone mayor angulo. 

8 

sen B = — = 0.8 
10 


6 

cos B — — = 0.6 

10 


r 



8 4 

tan B = — = — = 1.33 
6 3 

cof fl = S = ^0.75 
8 4 

10 5 

sec B — — — c= 1.67 
6 3 

cscB-^--\— 1.25 

O T 1 

385. FUNCIONES Y COFUN 
CIONES TRIGONGMETRICAS DE 
UN ANGULO CUALQUIERA. Con 

sideremos los angulos a, /?, y y $ que 
en un sistema de coordenadas tienen 
su lado terminal en el 1 •, 2 9 , 3 ? y 4* 
cuadrantes respectivamente, 

Tomemos un punto en el lado ter¬ 
minal y consideremos sus coordenadas 
y su distancia al origen. 

definen asi: 


SENO. Es la razon entre la ordenada v la distancia al origen. 

AM W CF ED 


sen a = 


OA 


BF 

sen B — -=a? 

r OB 


CF 

sen y ~ , 

r OC 


sen Q' 


OD 


COSENO. Es la razon entre la abscisa y la distancia al origen. 


OK OF OF 

cos a s — , cos B — ==-, cos v = == , 
OA OB OC 


OE 

COS 0 = — . 

OD 


TANGENTE. Es la razon entre la ordenada y la abscisa, 
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COTANGENTE, Es la razdn entre la abscisa y la ordenada. 

OE 


OE ^ OF OF 

COf ® “ =77? f P — == * COt V = *=- 

AE BF CF 


DU 


SEC ANTE, Es la razon entre la distancia y la abscisa, 

m 


OA 


sec a — 


0 OB 

sec p = 

OF 


sec y = 


sec p ; 


OD 


OE OF ‘ OF OE 

COSEC ANTE, Es la razon entre la distancia y la ordenada. 

04 

* esc 8 — _ 

BF 


esc a - 


AE 


« OB oc 

esc p ~ -===. 4 esc y =-, 

j> c T CF 


CSC £' 


OD 


ED 


. a) Calcular las funciones trigonometricas del angulo 

L XOA — a , sabiendo que A (3, 4). 


d — Vd a 4- 4 s ; 


rf = Vd-bie=va5; 


5. 


sen a — — = 0.80. 
5 


ms a — - — 0.60. 

5 


tan ol — — — 1.33. 

3 


cof a =: “ = 0.75. 

4 


sec a = — = 1.67. 
3 


cjfc a = - — 1.25. 

4 



Fig. 310 



Fig. 3 n 


b) Calcular las funciones trigonometricas del angulo / XOB — ft 
(f ig. C sabiendo que B(2, —3). 


d = V2 2 + (—3) s = V4 + 9; 


d = VI3- 
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sen ft — 


tan /f = 


— 3 _ — 3V13 

V13 13 



Y 


1 

+'*-• 

1 ^ 

A 

/ i 

i+ 

. » 

/ + ! r 


o + ; - 

1 


t / 

^ D 

r° 



Fig. 3S2 


cos § 
cot ft 
sec ft 

CSC ft : 


V13 

2 

— 3 = 

VTT 

3 


2 \/l 3 

13 

— 0.67, 


— VI3 


386. SIGNOS DE LAS 

FUNCIONES TRIGONOME 
TRICAS. Considerando que 
la distancia de un punto cual- 
quiera al origen de coorde- 
nadag sieinpre es positiva. ve 
mos que los signos de las 
fimciones en los distintos cua- 
drantes, son rip >12): 





I 

II 

III 

IV 



seno 


+ 

-— 

— - 



coseno 


~ 

— 

+ 

A. ^ 

tan 


— 


—■ 



cot 


— 

t 

— 

V* 

-V 

sec 


— 

— 

+ 

e 

CSC 

+ 

+ ! 

1 ' -- r f 

— 


Fund ones trigonometrical de los 
anguJos que limitan los cuadr antes 

(0°, 90°, 180% 270°, 360°). Consi- 


Fig. 313 


deremos el angulo a Las 

funcion.es trigonometricas son: 


AB 

OB 

AB 

sen a — -=r , 

cos a — -—— 

tan a =s T — 

OA 

OA 

OB 

OB 

OA 

OA 

COt a = ■?=.- , 

sec a = == , 

CSC O —- —- 

AB 

OB 

AB 
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- , Si hacemos girar la semirrecta OA de mancra 
que coincida con. el semieje OX , tendremos: 


a = 0 °, 

Entonces: 

AB 

sen 0° 


AB = 0 , 


OA = 08. 


OA 


0 

OA " ' 


OB OB 

cot 0 — =; --= oc (no* existe). 

AB 0 


„ OB OB 
cos 0° = — 1. 

OA OB 


sec 0° = 


OA OB 


AB 


0 


Ian 0° ~ —-- — — 0. 
08 OB 


esc 0 


O _ 


OB 

OA 
AB 


OB 


OA 

~Q 


— 1 . 


— sc (no existe) . 


Nota import ante. La cotangents y la cosecante de 0° ezisten 
porque no se puede dividir entre cero. Se representan a veces por el - 

(se lee infinite) que indica que estas funciones trigonometricas 
van tomando valores cada vez may ores, llegando a ser tan grander 
como uno quiera, a medida que el angulo se acerca a cero tomando 
siempre valores positivos. No hay que olvidar que > 

sino un. simbolo. 

Valorem para ■ ' * Si hacemos girar la semirrecta OA de manera 

que coincida con el semieje OY, tendremos: 

a = 90°, 


AB — OA, 


OB = 0. 


Entonces: 






AB 

AB 

OB 

0 

sen 90° 



cot 90° 

=-— 0. 


~OA 

“ AB _ 

AB 

AB 


OB 

o 0 

_ QA 

OA 

cos 90° 



& 

8 

5£ 

W 1 

c 

li 

II 

-- 00 h 


OA 

OA 

OB 

0 


AB 

~AB 

0A 

AB ^ 

tan 90° 


— -= 00 . 

esc 90 = -=z 



OB 

0 

AB 

~AB " 


Vahre.s para■ a l?Y\ Si el giro de OA contimia hasta que coincida 
OX\ tendremos que OB es negative y 

a = 180°, ~AB = 0, OA = — 


GEQMETfflA (BALDOR! - II, 
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. QfXO AB 0 

sen 180° = — -— — 0 

OA OA 


cot 1 80 — ==^50 (no existe). 


cos 180° =2S — 


OB 


OA — OB 

tan 180° ^ = JL — 0. 

OB OB 


sec 180° — 2 d — = — 1 

OB OB 


* 4 oi|0 OA Oj4 * 

esc 180 — = -— x (no existe). 

AB 0 


• ' - Continuando el giro de OA hast a que coincide 

ol serrueie OY\ tendremos cue AB es npoativn 


con el serrueje OY\ tendremos que AB es negative y 
a = 270°, AW— 


rt^iPLQ AkB * ■ 0^4 

sen 270° — - — --—_i 

OA OA 

cos 270° — == 0 


OA OA 


0. 


— OA. 


OB = 

cot 270° 

OB 

-0-0 

AB 

AB 

sec 270° 

~OA 

OA 

- >50 

~ OB~ 

0 


™ = =-= oo (no existed 


AD A D 

tan 270° — —— — » (no existe). esc 27G C 


OA 


OA 


AB — OA 


~ — L 


_J _ • Si seguimos el giro hast a que vuelvan a coin- 

cidir OA y OX las funciones trigonometricas de este angnlo, tendran los 
mismos va lores que calculamos para 0°, es decirr 


sen 360° — 0. 
nos 360° — 1. 
tan 360° - 0. 


cot 360° — no existe. 
sec 360° — 1. 
esc 360° — no existe. 


387 RESUMEN DE LOS VALORES DE LAS FUNCIONES TRIGONO¬ 
METRICAS DE LOS ANGULOS QUE LIMIT AN LOS CU ADR ANTES 

0° 90° 180° 270 D m° 


sen 

0 

1 

a 

t 

0 

c os 


0 


0 

1 

tan 

0 

no existe 

0 

no existe 

0 

cot 

no existe 

0 

no existe 

0 

no existe 

sec 

1 

no existe 

— t 

no existe 

1 

CSC 

no existe 

t 

no existe 

— 1 

no existe 


Estudiando la tahla anterior veinos que el seno toma los valores: 0, 1, 
—1, 0. Es decir, que su valor maxima cs + 1 y su valor mininio es —1. 
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El seno varia entre -(-1 y — 1, no pudiendo tomar valores mayores que + 1 
m valores menores que — 1. 

Observando el coseno, vemos que tambien varia entre +1 y — 1. Si 
analizamos la tangente veremos que su varia cion es mas compleja. De 0 C 
a 90° es positiva y varia de 0 hasta tomar valores tan grandes como se quiera. 
Para 90° no esta definida y de 90° a 180° pasa a ser negativa, variando 
de valores negativos muy grandes en, valor absoluto hasta cero. De 180° 
a 270° vuelve a ser positiva variando de cero hasta valores tan grandes como 
se quiera. Para 270° no esta definida y de 270° a 360° pasa a negativa 
variando de valores negativos muy grandes en valor absoluto hasta cero. Las 
demas funciones varian analogamente. Estas variaciones se puedeii resumir 
en el ssguiente diagrama: 

sec sen sec 

^ esc ^ cos ^ CSC 

—-—1—]—i- 

-I 0 +| 


tan 


NEGATIVO 


cot 


posmvo 


Diagrama 


F 





Funciones trigonometricas de angm 

Es posible calcular facil- 
mente los valores de las funciones tri- 
gonometrieas de 30°, 45° y 60°. 

Cdlculo de fas valores 
clones tn'gonometricas de 50 

360° 

/ AOB = Z EOD = = 60°; 


OA — jtjj 


AB = fa — r; 
fa 


AM = -==-; 
2 2 


OM 2 = OA 2 — AM 2 ; 


Fig. 314 
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OM 1 




. r 2 __ 4r — t 2 _ 3 r 2 
4 4 ~ 4 ; 


OM = 


Sr 2 _ rV3 
4 “ 2 


sen 30° = 


AM 2 


1 


OA r 2 r 2 

rVT 


OM 

cos 30° = - _ 

OA 


r\/3 _ 

2 r “ 2 ~ 


to?? 30° 


44/ 


r 

2 


r 1 V3 

. _ ^ _._, cm _____ * _ „ -r^ 

OM r \/T r y/3 - \/3" \/3 3 

2 

r\/3 


w; 30° = -2^1; 

AM 


2 

r 

2 


r\/3 


VT 


jec 30° “ 


OA 


OM r\/3 


2r_ _ 2 V3 _2V3 
r\/^ V3 \Z3 _ 3 



3 ao . 04 r 2 r rt 

esc 30° = . — — ■=- 1 = 2. 

AM r r 
2 

Cdlculo de Jos valores de !m fun- 
clones trigonometricas de 45°(Fig. 313). 

3 fin° 

Z AOB - l COD = 90°. 

4 

AB — l 4 — r \/2. 


r >/2 


— 2 — 
04 = r. 


rig. 313 


OM 2 = 04 2 — AM 2 . 
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OM 2 = r 2 


S# 7 I 45° 


cos 45° 


i<m45° 


eo£ 45° 


45° 


45° 


Cdlculo de 
(Fig. 316). 


v\/2 2 _, 2i a _ 4r* — 2r 2 __2r li _ r* 

2 J ~ r ‘ 4 “ 4 4 2 ' 


/-= -V ^ . 
V 2 >A 2 


rVT 


AM 

2 

1 

lo) 

> 

u 

V 2 

OA 

r 

2 r 

2 ' 

OM 

r y/2~ 

2 

rV2 

V2 

OA 

r 

2 r 

2 


rV2“ 




AM 2 2 r \/2 


OM rV2 2rV2 


r V2 

OM _ 2 _ 2 r V 2 _ j 

4M ~~ rV2 _ 2r\/2~ 

2 

OA r 2 r _ 2 ylT^ 2v^_^- 

OM r\/2 r%/2 \/2 \/2 2 

— 2“~ 


OA r 2 r 

AM ” Vyf _ rV2 


2 


2 v 2 2 \/2" — 

—_■ —- == v/2. 

V2 V2 2 


los valores de Las fimciones trigonometricm de 60° 


LAOB — lAOC:=^- = 120 °. 
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Fig, 316 


OA = r. 

AB — l A — r >/3. 

AB 


VT 


AM =I r= *- 

OM* = (X4-’-4M J 


= r 2 — 

— r 2 — 


r V3 
2 
3 r 2 


4 — 

4 r 2 — 3 r® r 3 
4 "T 


OA/ 


-v/ji 


j#n 60° = .... — 
OA 


t V^T 

AM 2 r \/3 V3 


2 

r 


2 r 


OM 2 r 1 

ct*f 60° — - = — = —- 

OA r 2 r 2 
r \/3~ 


toi 60° — 


AM 

Wf 


2 r\/3 


OA/ 


r 

2 

r 

2 


2 r 


=v£ 


oof 60° =-.-— = 


2r _ 1 s/T a/3" 


AM r a/ 3 2 r \/3 3 


0/4 r 2 r 

sec 60° — -==- — —- 1= 2, 

OM T T 


esc 60° 


OA 


2 r 2 V3 2\/3 


AM r\/3 r\/3 y3 \/3 


OM = 


2 


K3I 14 
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teumen de lm vatores de las -funciones trigonometricas de 30 °i 45° 
y 60° 


FUNCION 

30° 

43 6 

60° 

sen 

1 

V2" 

\/3 


: 2 

2 

2 

COS 

VT 

\/2~ 

1 


2 

2 ' 

2 

tan 

vr 

3 

1 

vr 

cot 

\/3 

1 

vr 

3 

sec 

2 \/T 

3 

\/T 

2 

CSC 

2 

\/2 

avr 

3 


EJERCICIOS 


(1) Representor en un sistema de ejes coordenados, los puntos siguientes: 


>1(0, 0} 

*(7,6) 

if (— 6, 0) 

/>(—7, —5) 

B( 4, 0) 

G(0. 5) 

L (-4,-3) 

<3(2, — 2) 

C{3, 2) 

*(-3,3) 

M (— 3, — 3) 

R(2, —4) 

*>(7,2) 

/ (—3,1) 

to (— li —3) 

5(5. — 4) 

8) 

J (— 5, 3) 

O (0,-3) 

m—a) 


(2) En el triangulo rectangulo A ABC (A A — 90°), calcular las fun- 
ciones trigonometricas de los angulos B y C y si b~ 2 cm y c — 4 cm. 


R.; sen B — cos C “ 


co s 5 
tan B 


sen C 
cot C 


V5 

T* 

2\/5 


1 

3 : 


co/ /? = tare C - - 2. 

i> n 

s&c i? =; esc C — . 

es c B — s ec C — \/6 . 
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Dados los [juntos 4(2.3) v B{ —1,4) calcular las funciones trigo- 
nometricas de /_XOA y Z XOB. 


B.: cn . A'0/1 - 

co.v /_ XOA — 
tun / XOA — 
cot z XOA = 

sec Z XOA = 

I? 

esc Z A CM = 


3 V ' 1 f 
~1T 

2ylT 

3 

2 ' 

o 

3 ' 

VB 
"2 * 

\/H 


•v^ri Z XOB -= 

cos ZAO« = 
tan Z XO/f = 
cof Z XQ/f — 


4V17 
17 ‘ 

yif 

17 

-4. 

1 

4 ‘ 


z xo<y = — \/i 7 . 

esc l XOB — ^ ^ 


i ' 4 

Decii si son correctos o no, de ins siguientes funciones: 


1 sen 30° = - . 

2 


2) cos 46°= — 


V2 


9 


tan 60° — \/3. 
4) sec — —2 . 


6.) cot 210° = Vd. 

7 ) esc 135° — a/2". 

8) COS 150° ^2 . 


9) tan 120° = 


V3 


5.) £w 225° 

2 


10) sec 300° = — 2. 

Correcto: 1 — 3 —4 — 6 — 8 . 

Decir si son jjosibles o no, los siguientes valores: 


1) 

sec 

E 

= —218. 

6) 

tan H 

- 4.09. 

2) 

tan 

T 

= 0.02. 

7) 

esc F 

= — 5.14. 

3) 

sen 

X 

— —1.18. 

8) 

cos B 

-- — 0.03, 

4) 

cot 

T 

— — 3.21. 

9) 

cos ¥ 

= — 3.14. 

5) 

CSC 

P 

= 0.03. 

m 

co t D 

= — 4.16. 




R-: Son posibles 

i — 

2-4- 

-6—7 — 
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(6) Calcular tos va lores de las expresiones siguientes: 


1) 5 sen 2 45 ° + 8 30° 

2 ; 3 sen 30° + 6 cos' 2 45° 

A) 3 lari' 45° + 2 sec 2 45° 
4) 4 cos 60° -)- 5 esc 30° 

5 4 cos 30° + 6 sen 45° 

ti) 6 tan 30° -{- 2 esc 45° 

7) sen 2 30° + sec 2 45° 

8! cos 2 60° + sen 2 45° 

9) c.vc 2 45° + 30° 

10 .1 esc 2 30° + tan 2 45° 

. , sen 30° + esc 30° 
HerfJ{y r + co^60° 

sen 2 45° -j- sen 3 30° 
cos 2 45° + ~sed L 45° 

cos 2 30° -j~ tan 2 30° 

■ sen 2 45° + cos 2 60° 

tan 2 30° -f- sen 2 30° 
esc 2 46° -f csc z 30® 

cos 60° + cos 30* 
esc 2 30° -f- sen 2 45 0 


12 ) 


4* 


«••• 4- 

Re 9 

Re 12 . 


2vT+ 3y& 

ft- 2VT-+ 2VZ 

2 -. 

4 

fc |- 

4 

Re 2 - - 

4 

/*.. 5 

/?-■ 5- 


10- 




13 


j?.; — ■ 
7 2 


ft..- 


1 4- VT 


15) 

























A to ixquierda de la ilustracion on arete de oro 
en forma circular rodeado de esferitas con intrus- 
taciones de concha y turquesa, qge usaban los 
nobles mochicas [primeros £ siglos de nuestra Era). 
En el centro las ruinas de un maravilloso reloj de 


Sol en forma de circulo, constroido par los incat. 
A la derecha perfectas formas geometrical hechai 
de plum a por los indios tiahuanacos. Despues de 
novecientos afios los colores conservan todavia 
todo so esplendor. Culture del altiplano boliviano 



unciones frlgonomefnc 
omplementarios, suplet 


is de angulos 

Y£Tlf,&¥ tQSj file. 


388. CIRCULO TRIGONOMETRICO Y LINEAR TRIGONOMETRI¬ 
CAL. Se llama aquel cuyo radio vale la unidad. 

Sean XX* e YY* un sistema de ejes coordenados. Tracemos 

el circulo trigonometrico de mauera que su centro comcida coil el origen. de 
coordenadas 0. Consideremos un angulo cualquiera t en el primer cua- 
drante y tracemos 7fO ± OX, TC j. TJX. AM | J OX y ~R$ ± OX. 

Aplicando las definiciones ya dadas de las funciones trigonometrical, 
tenemos: 


BD 

sen a = -= — 
OB 


BD BD — 
-= = BD . 

r 1 
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OD 

cos a = .=- 
OB 


OD 



BD 

tan a = ----- 
OD 


TC 

W' 




cot 


OD OS _ AR _AR _ Art _ — 
° ~ BD ~ RS ~ 6A ~ T — ~T 


oh or ot or — 

sec a — = = -— rr *= 07'. 

OD OC r 1 


OB 

esc a = 

BD 


OH _ OR 
W~OA 




Fig. 317 

En cada uno de los otros cuadrantes, la representation se obtiene de 
una manera analoga Pig. ^18). 

389. REDUCCION AL PRIMER CUADRANTE. La conversion de una 
funcidn trigonometrica de un angulo cualquiera en otra funcidn equivalence 
de un angulo del primer cuadrante, se llama: ' ducci'm / primer r>icn{rcmte'\ 
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Fig. 318 


. 1705 angU,0S 9 ue & ^elacionan en estas reducciones w 

' SUp,en,Cntanos P° r defec ’° y J»r exceso y las expIemeMartos 


O ) 

b) 

c) 


'A. Angiife. son complomenlarios defpcto awndo 
' comjdementanos f »r cxceso cuando m diferencia 


su sunui vale 
vale 90°. 


Dos Angulos sou suplemonlarins ,x,r defacto cuando su 
v ^I'lcmenlarios por exceso cuando su diferencia 

Dus Angulos son exjpiementarios ]*>r defect© cuando 

vale 360°. 


sunia vale 
vale 180°. 

sunia 


Y 
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m KUNCJONES TRIGONO- 
METRICAS DEL ANGULO <90°— a , 

En el circulo trigonometric© i > n . jiu, 
los triangulos rectangulos A BOA y 
A A OB' son iguales por tener la hi- 
potenusa y u n angulo agudo iguales 

(OA —OB' — 1 y / BOA = / OB'A'). 

Luego OA 7 — "AB y ~tfW — OB. 

funciones trigonometricas 
e los angulos complementarios a v 

(90° — ff)son: 


sen a = AB. 
cos a — OB. 


sen (90° — a) = A'B' — OB. 


cos (90° — a) =QA’ = AB. 
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tan a — 



tan (90° — a) 


AW 

OA 


OB 
AB * 


OB 

cot a —- 

AE 


cot {90° — a) 


OA _ AB 
AB'~ OB 


sec (9f)° — a) =4^ = 24. 

OA AB 


, on a v 0B ' OA 

esc (90° — a =• =— = *=ssr 

AW OB 


OA 

sec a _= -- . 

OB 


OA 

esc a — -=3 - 
AB 

De aqui se deduce: 


sen (90 — a) = cos a. 
cos (90° — a) = sen a. 
ton (90' — a) — cot a. 


cot i 90" — a) - ton a 
sec (90° —a) =r esc a 
esc (90° -—a) = sec a. 


Ims funcidnes triganometricas de un ringulo son iguales, en valor absolute 
y rt t signo, a las t nfuuc tones del 'ihguf.o <!mmlemcntaria fKtr de{<‘to'* 

Kjcmplo*, sen 60° = sen (90° — 30°) = cos 30° = ^ . 
tan 70° — tan (90° — 70°) — cot 20°. 

391. I’l'NCIONES TRIGONOMETRIC'. AS IJF.I AN<ilii.<) <ISO a 

En la ;; i tenemos: 

OA~OA = v = ti AB = AB r ; OW~—OB. 


sen a — AB. 


sen (180° — a) — A‘B' — AB 


cos a = OB. 


cos (180" — a I = OB’ ■— — OB. 


tan a — 


AB 

ob * 


cot 



0A 

sec a = -=■. 
OB 


esc a = 


OA 
AB * 


tan (180° — a) 


AW _ AB 
OW ~ — OB 


cot (180° —a) = 


sec (180° — a) — 
esc (180° — a) = 


OW 

AW 

OA 

OW 

OA 7 

AB' 


— OB 
AB~ * 


OA 

~^OB ' 
OA 
AB * 
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Fig. 320 

Y 


Fig. 321 


De aqui $e deduce* 
sen (180° — a) == sen a 
cos (180° — a ) = — cos a 
tan (180° — a) = — tan a 
cot (180° — a) =— cot a 
sec (180° — a) = — sec a 
esc (180° —a) =cjsc a 

"Las functones irigonometricas de 
un angulo son igualcs en valor abso¬ 
lute a las funciones trigonomStricas 
dd angulo suplementario por defecto, 
pero de signo contrario, con excepcion 
del seno y de la cosernnie pue son 
del mismo signo ". 

Ejemplffi, 

sen 120° — sen (180° — 60°) 

— sen 60° = . 

cot 120° - cot (180° —60°) 

= -» f 60o = _^ 

5 


392. FUNCIONES TRIGONOMETRICAL DEL ANGULO (180° 4- a). 

En ] a considerando los triangulos AAOB y A AW, tenemos: 




~OA = OA* — r = 1 ; 

OB' — - 

-OB- 

A'B r = 

: — AB. 


sen 

a 

“A/?. 

sen 

( 180 ° 

+ *) = 


— AB. 

cos 

a 

-OB. 

cos 

( 180 ° 

+ a) = 

oF=- 

-OB. 



AB 


( 180 ° 

+ a) — 

ww 

—AB 

tan 

a 

~w 

tan 

OB' 

— OB 



OB 


( 180 ° 

+ a) = 

OB' 

— OB 

cot 

a 


cot 

in ?" 

—AB 
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sec a — 


OA 
OB * 

OA 

CSC a = -=: , 

AB 

De aqui se deduce: 

sen (180° + a I — -— sen a. 
cos (180° -J- a ) =. —cos a 
tan ( 180° -f a) = tan a 
cot (180° -f- a) — col a 
sec ( 180° 4- a) = — sec a 
esc (180° 4- a ) — — esc a. 


u Las ftmciones trigonomdtricas de 
uti angulo son iguules en valor abso¬ 
lute a las Jan clones del angulo su - 
p fermentario por ex.ceso . pero de sfgno 


/ 4 0/\ O l \ 0^ O^l 

sec 1 180° 4- a) = ■=-_ ——r 

OB' —OB 


/mnO i \ A'S' _ —AB 

esc 1 180 + a] = — 1 —■ — 

OA' OA 



Fig. 322 


contrario excepio fa tangente v la cotangentc qtte son del nusmo signo. 

cos 210° — mt (180° + 80°) = — cos 30° — . 


tan 225° - tan (180° + 45°) - tan 45° = 1. 


393. FUNCIONES TRiGONOMETRICAS DEL ANGULO (360° — a). 

En la considerando los triangulos A AOB y £±A r OB, tenemos: 

TJa — CM 7 = r = 1 j A r B-—‘AB. 


sen a = AB . 
cos a — OB. 


tan a 


AB 

OB 


cot 



sen (360° — a) = AB = — AB. 
cos (360° — a) — OB. 


tan (360° — a) — 


A'B 

OB 


cot (360° — a) = 


OB 

A*B 


—AB 

OB 


OB 

~^AB 
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sec a = 


m 

OB 


/ liTAf) \ 0^4 Ov4 

sec (3b0° —-a) = - ■ = -= 5 - 4 

OB OB 


0/1 

esc a — , 

AB 


esc (360° — a) 


OA' _ OA 

ait —am 



Fig. 323 

excepto el coseno y la secante que 


De aqui se deduce: 
sen (360° — a) — — sen a 
cos (360^ — a 1 r= cos a 
tan {360° — a) = — tan a 
cot (3b0° — a) = — cot a 
sec ( 360° -— a ) = sec a 
CSC ( 360° — a) = — cst: a. 

“Las (unctones trigonometrlcas de 
un dngulo son tguales en valor ab¬ 
solute a las fundones del dngulo ex- 
plententario, pern de signo contrario 
1 del mtsrnu signo”. 


Ej< uiplt sen 315° = sen (360° — 45°) = — sen 45°. 

COT 300° = coy (360° — 60°) = coj 60° = i . 

394. FUNCIONES TR1GONOMETRICAS DEI ANGULO —a En 

]a fijjur.« eonsiderando los triangulos A AOB y A AOB. tenemos: 

OA — 0A~ =r = 1; AM = — AB. 


sen a — AB. 


sen (— a) = A'B = — AB. 


cos a — OB. 


cos (—a) =OB. 


AB 

tan a — 

OB 


tan (— a) = 


A'B 

OB 


—AB 
OB 


# OB 
cot a = -=== . 
AB 


cot (—a) — 


OB 

AB 


OB 

— AB' 
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sec a — 


OA 

OB 


, v OA' OA 

sec (— a) = ■-- = ——. 

OB OB 


OA 

esc a — -= . 

AB 

De a<|H i. •: 

sen (— a \ ~ — sen a 
cm (— a i = cos a 

ton (— a) = — tan a 


. ~OA T 

csc <_ * )= w 


OA 

—AB 


cot (■— a) = — cot a 
sec (— a ) ~ sec a 
csc {— a) — — csc a. 


“Las funciones trigonomctricas de un angulo negative son iguales en 
valor absolute a las .funciones del mismo angulo positipo. pero de xtgtio con - 
trario, eneptu el cosvrio y la secante qne tienen el mismo signn 

Ejempicis, sen ( — 30°) — — sen 30° = — ^ , 

sec (-—- 45°) — sec 45° — \/2. 


EJERCICIOS 

(1 ) En uri circulo Irigonxjmptrico senalar las lineas trigonomctricas de 
cada uno de los siguientes angulos: 


1 ) 

2 ) 

3) 

41 


30° 

120 ° 

210 ° 

300° 


5) 

6 ) 

7) 

8 ) 


45° 

135° 

275° 

315° 


9) 

10 ) 

11 ) 

12 ) 


60° 

150° 

240° 

330°. 


(2 Bedueir las funciones trigonomctricas siguientes, a otras equivalentes, 
de angulos menores de 45°: 


1) 

sen 64°. 

B.: 

cos 26°. 

2) 

tan 65°. 

ft,: 

cot 25°. 

3) 

sec 70°. 

R.: 

csc 20 °. 

4) 

cos 80° 30' 10". 

R,; 

sen 9 0 29' 50". 

5) 

— csc 50° 20". 

R.. 

— sec 39° 40'. 

6) 

— tan 75° 15' 20". 

R. 

— cot 14° 44' 40". 

7) 

— sen 50°. 

R.: 

—- cos 40°. 

8) 

csc 45° 20'. 

R.: 

sec 44° 40'. 

9) 

cot 50°. 

R,: 

tan 40°. 

10 ) 

cos 85°. 

R.: 

sen 5°. 
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11 ) 

tan 120 °. 

/?.; 

— cot 30°. 

121 

sen 105°. 

R.: 

cos 15°. 

13) 

CSC 100° 20'. 

R.: 

sec 10 ° 20 '. 

14) 

— sec 170°, 

R.: 

sec I 0 a . 

15) 

cos 135°. 

R.: 

— cos 45°. 

16) 

— sec 135°. 

R~ 

sec 45°. 

1 ?) 

— cot 155°, 

R.: 

cot 25°. 

18) 

tan 170°, 

R.: 

— tan 10 °, 

19) 

cos 96° 15'. 

R.: 

— ■ sen 6 ° 15', 

20 ) 

sen 110 °. 

R.: 

cos 20 °. 

21 ) 

cot 225°. 


cot 45°. 

22 ) 

— cot 240° 30'. 

R.: 

— tan 29° 30' 

23) 

esc 250°. 

R.: 

— sec 20 °. 

24) 

cos 210 °. 

R.: 

— oo? 30°. 

25) 

sen 260° 32'. 

R.: 

— cos 9° 28'. 

26) 

— y«? 250° 30' 15". 

R.: 

esc 19° 29' 45' 

27} 

sen 210 ° 20 '. 

R.: 

— sen 30° 20'. 

28) 

— tan 260°. 

R.: 

— cot 10 °. 

29) 

sec 250°. 

R.: 

— esc 20 °. 

30) 

sen 200 °. 

R.: 

— sen 20 ^. 

31 ) 

cos 305°. 

R.: 

sen 35°. 

32) 

sec 330°. 

R.: 

sec 30°, 

33) 

■— sen 320°. 

R.: 

sen 40°, 

34) 

3 

o 

o 

Q 

R.: 

— sec 30°. 

35 ) 

cos 350° 30'. 

It: 

cos 9° 30'. 


i i '■ Reducir las funciones trigonometricas siguientes a las do tin angulo 
positive menor de 45°. 


1 ) sen (— 350 ° 45 '). 

2) (—315°). 

3 ) tan (— 220°), 

4) sen (—190°), 

5) sec (—*85° 15')- 


!i.: sen 9° 15': 
R cos 45°, 

R.: —tan 40°. 
ft: sen 10°. 
ft: esc 4° 45". 












GRIEGOS Y ROMANOS. Despues de los egipdos 
y prccobmbianos, los griegos y —por influeacia 
suyo™ los romanos, logroron imprimir ert sus obras 
una belleio serena nunca alconzada hasla en¬ 
tentes. A la izquierda el *tesoro de Cmdo» y a 


la derecha una lorre romcma de base octagonal. El 
primero es una demostracion de los elemenlos geo- 
metricos combinados: las lineas paralelas y el 
tridnguio. A1 fondo un acueducto romano: apli- 
c a cion en la Arquilecturo del area semicircular. 


24 

Relaciones entre las funciones trigonometricas 
identidades y ecuaciones trigonometricas 

395 RELACIONES FUND AMEN TALES ENTRE LAS FUNCIONES 
TRIGONOMETRICAS DE UN MISMO ANGULO. En un sistema de coor- 
denadas consideremos un angulo a de lado inicial OX - 

Tracemos por un punto cualquiera C del lado terminal la perpendicular 
MC al eje OX. 

Aplicando las definiciones de las funciones trigonometricas, tenemos: 


MC 

sena =m 


a) 


OM 

cwo = W 


( 2 ) 


327 
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tan a — 


MC 

OM 


(3) 


sec a — 


OC 

VM 


(5) 


* OM 
cot a — — (4) 

MC 


OC 

esc a — - ( fi t 

MC 



De$pejandr» r*>s a: 
I ' (*c■ «: 


OM OC 4 

tw a sec a — -. _. _■ l 

OC OM 

rw a ser a = 1. 

j 


nor a — 


J«: a — 


.v<?c a 

i 


cos a 

Multiplicand!) M par i ■, tenemos: 


Despejnndu tern a: 
ih a: 


4 4 MC OM 

tan a cot a = - - - — — | 

OM MC 
tart a cot a := 1. 

1 


tan a — 

cot a = 


rot a 

1 

tan a 


RECIPROCIDAD DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRIC AS. 
De las formulas anleriores se deduce que sou reciprocas las siguientes 
funciones del mismo arco: 

5 ) El seuo y la cosecante. 

2 ■ El cosen o y la sec ante. 

3) La tongente v la cotangente, 
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W, OTB AS RELACIONES IMPORT AN Tl-S. Dividietido (1) y (2-. 

lenemos: 

MC 


sen a _ OC MC 

cos a OM OM 

~W 

Comparando este result ado con l'5u tenemos: 

sen a 


Y como: 


tan a 


Ian a -- 


Comparando y ; * - tenemos: 

1 


cos ft 

1 

eof a 

Sew a 


( 7 ) 

( 8 ) 


ro/ a cos a 
ms a 


cot a = 


sen a 


m 


Helen ’ion mire el sen o y el cose no. De las formulas . ! • V (.2i: 

MC ti 

sena — ==rr (Ij 


y 


OC 


OM 

OC 


Elevando al cuadrado: 


, _ MO 

sen a OC 2 * 

Sumando miembro a miembro: 


( 2 ) 


cos 2 a — 


0M- 

~OC' 


MO , OM 1 MC- + OM 2 

sm 2 it T cos- a = - - - - - + —— =-==- 

OC- OC* OC 1 

Pero jjor el teorema de Pitagoras MC- 4- OM* OC- 

or- 

sen- a cos 2 a — ^ == = 1 . 

OC- 


Es decir: 

De donde se deduce: 

sen : a = 1 — cos' a 


st vr a -j- cos- a — 1 . 

cos- a=l — sen 2 a 


» V 


sen a “ \/1 — cos- a 


* * 


m< a — \/| - - sen 2 ft. 
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Relation entre fa col an gent e y la caseeante y fa tangentc r fa secante 

De la igualdad sen 2 a cos- a — L dividiendo por sen' a teiiemos: 


sere a -j- «w ! a 


1 


sen a 


sen - a 


Separando: 


sen 2 a cos 2 a 

“ L r_ "T" 




sen- a sen- a sen- a 

1 -f cot- a — esc- a . 

Si dividimos la igualdad sen- a -f- cos 2 a — t |>or cos 1 a: 

sen- a + cos 2 a 1 


Separando: 


cos 1 a cos ' a ' 

sen- a cos 1 a _ 1 

cos 1 a cos 2 a cos 12 a 

tan- a t 1 - sect 1 a . 


m. DADA UNA FUN CION TRIGONOMETRICA DE UN ANGULO 
C ALGOL AR IAS REST ANTES. 

1. Dado cl 'trio obtrmr loda> las demas. 
a) coseriO, 

sen 2 a -f cos 2 a — 1 
cos - a = 1 — sen 1 a 


\/ cos 1 a = \/l — sen- a 


cos a — \ I senr a . 


b \ tangente. 


tan a = 


sen a 
cos a 


jiero: cos a ~\/l — sen 1 a. 


tan a = 


sen a 


c) ivtangt nte. 


cot a — 


\/ 1 — sen- a 


1 


I 


tan a 


sen a 


\/\ — sen 1 a 


co t a = 


V' l — sen- a 
sen a 
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d) secanle 


sec a — 


cos a 


pero: cos a — y/1 — sen* a. 

1 


* ■ sec « — 


y 1 — t;en- « 


e) cosecant e- 


esc a — 


sen a 


XI ‘Obtciicr tod as las funcioncs trifjofnomctricas eti fumion tM coseno 
a) seno- 

sen 2 a -f- cos ~ a = 1 
sen 2 a = I -— cos 2 a 

\/serf a — \/i cos 2 a 


sen a = V I — cos " a 


b ) tangente. 


tan a — 


sen a 
cos a 


pero: sen a — y 1 — cos 2 a - 


tan a — 


y 1 — cos 2 g 

cos a 


c) cotangent?* 


cot a = 


for? a V1 — cos 2 a 


cos a 


i) secanle. 


e) cosecartte- 


cot a — 


sec a — 


cos a 

y 1 — oos s a 

1 

cos a 


1 

esc a — —— 
sen a 
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pero 


sen a = \/l — cos 2 a. 

1 

. . sc a — — - . : 

\/l — cos- a 


IJI. £n funcion dc la tangente, 

a) seno. 


sen a -- - - 

tan a — —— , pero cos a — >/l — sen 2 a . 


005 a 

, sen a 

tan a — — - , 

VI — sen 2 a 

tan 2 a (1 — sen- a ) — sen 2 a 
tan- a — tan- a - sen 2 a = sen 2 a 
tan - a = sen 2 a + tan 2 a * sen 2 a 
tan 2 a = sen 1 a f 1 -f- tan- a 1. 


. , sen * a 

tatv a — 


1 — sen 2 a 


sen - a ~ 


sen a — 


tan 2 a 
1 V tan 1 a 

tan a 


\ 1 H~ tan 2 a 


b i cose no. 


. sen a n -n- 

tan a = —— , pero sen a = v 1 — cos 2 a . 

cos a 


tan a = 


y/l — cos 3 a 


cos a 

tan 2 a - cos' 2 a — 1 — cos 2 a 
tan- a * cos 2 a cos' 2 a — 1 
cos 2 a (tan 2 a + 1) = 1 


tan 2 a — 


1 — cos 2 a 
cos 2 a 


cos - a " 


1 


cos a — 


1 -J- tan- a 

1 

V 1 + tan 2 a 


c ) cotangentc. 


cot a ~ 


tan a 
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ft) secant e. 

1 

sec a =- 

re ? a 


ijero: cos a = -— — . 

VI + tern- a 

1 

sec a — —--7 


VI H- tori 2 « 


/. sec a — \/l -h a '■ 

e) cosecant? ■ 

1 

esc a — - 

sen a 


pero: 


sen a = 


tan a 


V1 + tan 2 a 


esc a. = 


1 


t an a 


VI + inn2 ° 


esc a. — 


V1 + tftri 1 a 
tan a 


IV. En fun dun de la coian^emt. 


a) seno. 


cot a — 


cos a 
sen a 


pero: 


tos a = VI sen * a - 


cot a - 


VI — sen 2 a 
sen a 


cot- a • sen 2 a — 1 — sen 2 a 
cot 2 a ■ sen 2 a -J- sen 3 a = 1 


cor- a 


sen 2 a (cor 2 a + 1) = 1 ; 


sen a -- 


1 

V l + cot- a 


sen 2 a 


1 — sen 2 a 
sen 2 a 


1 

cot 1 a + 1 


























334 


GEOMETRIA PLANA Y DEL ESP AGIO 


b ) coaeno. 


cot a = 


cox a 
yen a 


pero; 


sen a — \/1 — cos* a. 

cos a 


cot a — 


Vi —-cos 2 a 


cot 2 a — 


cot 2 a(1 — cay 2 a) =. cos* a 
cot 2 a — cot 2 a cos 1 a = cos 2 a 

cot - a = cos* a mt 2 a cos 2 a 

cot 2 ft — cos 2 a(l + cof* a). 


cos 2 a = 


cay a 


c) tangenie, 

d) secante. 


cot 2 a 
1 -j- mt 1 a 

cot a 

VT+ cot 2 a 


tan a = 


sec a — 


cot a 

i 

cos a 


pero: cos a 


cot a 


V1 + cot 2 a 


sec a = 


cot a 


sec a = 


Vi + cot 2 a 

Vl + eo* 2 a 


co t a 


e ) cosecants. 


esc a = 


sc/i a 


pero: yen a = 


1 


Vi “h cot 2 a 


esc a — 


1 


Vi + cot 2 a. 


cos 1 a 
1 — cos 2 a 


esc a = \/l V cot2 a ■ 
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V- lin fun cion dc la sccanic 
a) seno, 

i 

sec a — - 

cos a 

]>ero: cos a — \/l — sen 2 a. 

_ 1 

. . sec a — — . — . 

\/l — sen 2 a 

sec 2 a = --—-— ; sec 2 a (1 —• sen 2 «) = 1, 

1 —- sen 2 a 

s ec 2 a — see- a - sen 2 a = t 
— sec 2 a • sen 1 a = 1 — sec 2 a 

sec 2 a * sen- a - - sec 2 a — t , 


sen * a 


sec 2 a — I 
_,_« * 

■i f 

sec- a 


sen a — 


sjsec 1 a. — I 
sec n 


b) coseno . 


sec a — 


1 

cos a 


sec a ■ cos a = 1 ; 


1 

cos a — --- , 

sec a. 


c) tangenie. 

sen a 

tan a = - 

cos a 


\J$ec? a — 1 
pero: sen a = —- 

sec a 


tan a 


\Zsec 2 g — 1 
sec a 
i 

sec a 


1 

y cos a — -. 

sec a 


tan a = \Zsec 2 a — 1 . 


d) cotangent e . 


1 


cot a = 


tan a 

























336 


GEOMETRIA PLANA Y DEI, ESPACIO 


pero 


jjero: 


pert>: 


tan a ~ \Zsec 2 a — 1. 


cot a — 


\ sec 1 a — 1 


e ) cosecant e. 


esc a 


1 


set a 


sen a y 'sec 1 a — f 


VI. En funcmrt dc la cmecantc. 

a ■ sena* 

1 


esc a = 


sen a 


esc a ■ sen a — 1; 


sen a = 


esc a 


b) coseno. 


esc a — 


1 


sen a 


sen a — y l — ros- a. 

1 


. . esc a = 


\/i — cos 2 a 


i 


esc* a 


— 1 — cos 1 a ; 


cos 2 a = 1 — 


1 ' 


esc* a ’ 


cos a — 


) tangent t\ 


tan a — 


esc 1 a := 

1 

esc* a 

cos 2 a — 

\ - csc* a — 1 
esc a 

sen a 


1 


1 — cos- a 

1 — — cos* a, 

esc 2 a — 1 
esc 1 a 


cos a 


sen a = 


esc a 


v cos a = 


y/csc 1 a — 1 
es c a 


tan a = 


esc a 


\Zcsc 2 a — 1 


tart a 


1 


\ esc* a — 1 


esc a 
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d ) co tan genie. 


cot a = 


1 

tan a 


pero: 


tan a 


1 


\Zcsc 2 a — 1 


cot a 


e \ srranlc. 


1 

1 

\Zcsc 2 ft — 1 


1 

sec a — -—— 
cos a 


cot a — \7 esc? a — 1 , 


r sc a 

X'csc *' a — 1 


m RESl’MEN. 



sen a 

cos a 

tnn a 

COi CL 

ier a 

cJr a 



. r, -■—* 

tan o 

1 

\' f Etf£ 2 tx-I 

i 

sen a 


Vl — cos- a 

V1 *}“ ton 2 a 

V 1 + cot* a 

■'« a 

fjf a 




i 

cot a 

1 

V esc 1 a — 1 

cos a 

V I — sen 2 a 


V 1 + tan 2 a 

\f l + cot * a 

sec a 

esc a 


sen a 

V1 — cos 2 a 


i 


i 

tan a 

sf 1 — icn- a 

cos ct 


cot a 

V sec 2 cl —-1 

Acic 2 a — 1 


/V l — sen 2 a 

cos a 

i 


i 


| cat a 

sen a 

V J — cos - a 

tan ct 


A tec 2 a 1 

\/ a — l 


1 

i 

r -—;——-— 

yf i ™f" ci 


txc a 

sec a 

\/l — \tn* a 

cos a 

V 1 “f tan 1 a 

cot a 


Vesc 2 a —■ 1 


i 

i 

V1 tati- a 


w a 


cm- a 

sen a 

- - cos- a 

tan a 

v \ -f cot- a 

^/sec~ a ’— i 



400. 1 DENTIDADES TRIGONOMETRIC AS. Son igualdades que se 
cumplen para cualesquiera valores del angulo que aparece en la igualdad. 

Existen varios metodos para probar identidades trigonometricas, algunas 
muy interesantes, pero vamos a explicar el que nos parece mas sencillo 
para el alum no: 
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**Se ezpresan todos las ierminos He la igualdad en funcidn del send y 
cQseno y se efectucm las operacicnes in die ad as., cons igu iendose asi la identic 
dad de ambos miembras” . 

Ejemplo. Demostrar que: 

esc a - sec a — cot a -j- tan a ; 

1 1 cos a sen a 

--——- .- —■ -L- — * 

sen a cos a sen a cos a * 

1 __ cos 2 a + sen 2 a 

sen a cos a sen a cos a ' 

1 _ 1 

sen a cos a sen a cos a 

401- ECUACIONES TRIGONOMETRICAS- Son aquellas en las cuales 
la incognita aparece como angulo de funciones trigonometricas. 

No existe un metodo general para resolver ana ecuacidn trigonometrica. 
Generalmente se transforma toda la ecuacidn de manera que quede expresada 
en una sola funcion trigonometrica y entonces se resuelve como una ecuacidn 
algebra ica cua Iquiera. 

La unica diferencia es que la incognita es una junctor trigonometrica, 
en vez de ser x y y o z. 

Como a veces hay que elevar al cuadrado o multiplicar por un factor, 
se introducen soluciones ext ran as. Por esto, hay que comprobar las obtenidas 
en la ecuacidn dada. Por ejemplo, si estamos resolviendo una ecuacidn cuya 
incognita es sen a y obtenemos para ella los valores — 1 y 2 , tenemos que 
despreciar el valor 2 , porque el seno de un angulo no puede valer mas de 1 . 

Resuelta la ecuacidn algebraicamente, queda jior resolver la parte trigo¬ 
nometrica; es decir, conociendo el valor de la funcion trigonometrica de un 
angulo determinar cual es ese angulo. 

Recordemos que las funciones trigonometricas repiten sus valores en los 
cuatro cuadrantes, siendo positivas en dos de ell os y negativas en los otros 
dos, es decir, que hay dos angulos para los cuales una funcion trigonometrica 
tiene el mismo valor y signo. 

Ademas. como las funciones trigonometricas de angulos que se diferen 
dan en un numero exacto de vuellas, son iguales, sera necesario a nadir a las 
soluciones obtenidas. un multiplo cualquiera de 360°, es decir, n • 360°. 

Ejemplo ! , Resolver la ecuacidn: 

3 -f- 3 cos x = 2 sen 2 x. 
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Expresando el seno en funcion del coseno: 

3+3 cos x = 2(1 — cos- x) 

3+3 cos x — 2 — 2 cos 2 x 
2 to.? 2 x + 3 cos x + 3 — 2=0 
2 cos 2 x + 3 cos x + l = 0 , 

Comiderando cos x como incognita y aplicando la formula de la ecuacion 
de segundo grade resultn: 


cos x = 


4X2X1 

2X2 


— 3 + V9—8 3d=Vl 3±1 

4 = 4 = 4 * 


Separando las dos raices: 


— 3 + 1 

COS X =-— - - = 

4 


COSX = 


— 3 — 1 



Las soluciones son: 

Para cos x~ —~_ x = 120 ° ± n * 360°, 

Para cos x = —1_ x = 180° ± n * 360°. 

Ljemplu 2 Resolver la ecuacion sen x + 1 = cos x. 
Expresando el coseno en funcion del seno, resulta: 

sen x + 1 = VI — serr x 

(sen x + 1 ) 2 = f VI — sen 2 x]" 

sen 2 x + 2 sen x + 1 = 1 — sen 2 x 

sen 7 x + sen 7 x + 2 sen x + 1 — 1=0 

2 sen 2 x + 2 sen x = 0 

sen- x + sen x = 0 

sen x (sen x + 1) = 0. 


Las dos soluciones son: sen x = 0 ; sen x = — 1 . 

Para sen x = 0 _ x = 00° ± n • 360°. 

Para sen x — —— 1 ... . x = 270° ± n > 360° t 
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EjERCICIOS 

Caleutar las ot as June fanes. sabiendo; 


1 

1 ) senx — 


_ 


H.: cos x = — , tan x = 


V 5 

3 


cof X 

CSC X 


\/3 , sec x 

2 . 


2Y3 


2 ) cw x — ^ . 


R.: sen x — —* tan x — 2Vt>, 

* VT , 

oof x “ , sec x — 5, 


5V6 

esc x = • 


3) tanx = Z 


3 

4 


„ 3 4 

/f„- x — ^ j cos x = £, 


art x — -7 ; j»c x — —. 
3 4 


c«r x = ^ * 


4) cot x = 


3 

2 * 


0 2V13 3 VI3 

n.: sen x — , cw x — —~— . 

16 16 


, 2 V13 

tan x = ^ , icc x = ^ 


VI3 

CS'C X = . 


5) fee x 


V3+ 


n 3 V 34 5 V 34 

R.; sen x — , aw x = ——. 

34 34 

3 5 

tan x — - y cot * = jj • 

V 34 

C JC X = g . 
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6) ^ v _yi3 


CSC X 




7) 

8 ) 
9) 

10 ) 

11 ) 

12 ) 

13) 

14) 


17) 

18) 


19) 


21 ) 


sen x + cos x 
sen x 

cos x 


= 1 


1 


tan x 


cot x 
sen x 

CSC x 

tan x 
sen x 


— sen x. 


+ HiiL = i, 

sec x 


= sec x. 


sec y 

--- , ~ ■— = sen y. 

tan y cot y 


esc x 


co/ x 
1 — sen x 


— sec x. 


cos X 


COS X 


1 sen x 


sen* z 


♦ * - 


1 —cos 2 


CSC 2 % 

* 1 sec x (1 — sen 2 x) = cos x. 
10 ) tan z * cos z * esc z = 1 . 
sen x * see x = /on x, 

*nn x — sc/? x sec x 


sen 1 x 

1 


7k sen x = 


sec y -j- ta« y 

^0) tan x _|- CO/ X — 


1 -h «W X 

= sec y — tan y. 

1 


CSC X 


tan x 4- cot x 


sen x cos x 

= cos x. 


13 ’ 


COS X 


tan x = j , cot x = g" 


sec x “ 


^Vl3 


GEOMETH1A J0ALDORI - 12, 


3V13 
“ 13 * 
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22 ) 


1—2 sen 2 x = 


1 — tan 1 x 
1 + tart 2 x 


23) 


sen x 

— 1 = sec x — cos x. 
cot x 


OA . 1 — sen x _ 

~ ’' (sec x — tan x) 2 sen x * 

25) cos 1 x — {1 -j- sen. x) (1 — senx). 

26) (1 —sc/i 2 x) (1 + tan 2 x) = 1. 

sen x 4* cos x sec x 4- esc x 
sen x — cos x ~ sec x — esc x * 

28j sen 2 x ■ cos 2 x + cos* x = 1-—i— . 

CSC 2 X 

29) tan x + tan y = tan x tan y {cot x cot y). 


30) 

31 ) 

32) 

33) 

34) 

35) 

36) 

37 ) 
58) 

39) 

40) 

41) 

42) 

43) 


2 sen 2 x -f cos 2 x = 1 + sen 2 x. 
tan y -j- cot y — sec y ■ esc y. 

1 + tan 2 x — sec? x ■ cos x. 
tan 2 x * cot 2 x — sen 3 x -j- cos 2 x. 

1 + 2 sen x cos x ~ sen x cos x (1 -f- cot x) (1 + tan x). 

1 -f* sen y + 1 — sen y " S€C ^ 

2to,+ l= (w, + 2 ” 1 . 

COS X 

3 sen xcos x = 3 x cof x. 

sen x + cos x = cos x (1 + tan x). 

cos v x + 2 sen x 


2 tan x + cos x_ 

1 


«W X 

-OQtf* X = COS 2 X * cot 2 x. 


x 

iVrt x sec x cot x = J. 
tan 2 x esc 2 x ro/ 2 x sen 2 x = 1. 
sen x tan x 


cot X -}- CSC X 


— sen x • tan x. 


I 


44) cot 2 x { I + tun 2 x) — esc 2 x. 
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3+3 


45) 


tan x 4 cot x 
Ian x — cot x 


sec 2 x 
tan 2 x—1 * 


46) 


1 — 2 sen - x = 


cof x —- tan x 
tan x + cot x 


47) 


/An x 

1 — «)/ x 


co/ x 
1 — /nn x 


— 1 + tan x + co£ x. 


48 2 sen 2 z — 1 = sen* 7, — ros 1 z. 


49) 

50) 

51) 


1 

sec x — 1 

1 


+ 


1 

sec x -j- 1 

i 


1 4 tan - y ! 4 tan 2 x 

cos d 

sec a + tan a — —- 

1 1 — sen 


— 2 esc x ■ cot x. 
= sen 2 x — sen* y. 


d * 


tan x (cos 2 x — sen 2 x) sen* x + cos 3 x 
1 — tan 2 x " sen x + cos x 

53 i tan* x — sec* x = 1 — 2 sec 2 x. 

54 {1— sen 2 p) (1 4 - tan 2 ft) — sen ft sec ft cot ft. 


5 _ > (sett # -)- cos 0) 2 -j- (sen 0 — cos #)'- = 2 (tan-# cos 2 # + cot 2 # sen 2 #). 


Resolver las sigiiientes ecuadones. La- soludones se dan para angulos 
menores do 360°. 


56) 

sen x = sen 80°. 

ft: 

80°. 

4 

57) 

cos (40° — x) = cos x. 

ft: 

20°. 


58) 

cos y — cos (60° — y). 

li¬ 

30°. 


59) 

tan x = tan / — 2x1* 

ft-: 

30°. 


60) 

cos x + 2 sen x = 2, 

ft-: 

90°. 

36° 52'. 

61) 

2 SCTI x = 1. 

ft.: 

30°, 

150°. 

62) 

2 cos x = cot x. 

ft: 

30°. 

150°. 

63) 

esex — sec x. 

ft.: 

45°. 

225°. 

64) 

2 cos x ■ tan x — 1=0. 

ft: 

30°. 

150°. 

65) 

4 cos- x—i — 4cosx. 

ft.: 

60°, 

300°. 

66) 

3(1— senx) 

cos 2 x = —--j—-- - 

li¬ 

30°. 

150°. 90°. 

67) 

3 cos 2 x 4- sen 2 x — 3. 

ft.: 

0°, 

180° t 360°, 

68) 

2 sen 2 x + sen x = 0. 

ft.: 

0°. 

180°. 210° 
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cos x -f- 2 sen 2 * = 1, 
7 0 cosjc — sen x 
V3 sen x = 3 cos x. 
72 tan 2 x + 3 = 2 sec 3 x. 
r i) esc 2 x — 2 cert 2 x. 

7 4 sen x =• cos x. 


77.,* 

0°, 

360°. 

120°, 

240° 

/?.; 

30°, 

150°, 

210°, 

330° 

/*.: 

60°. 

120°, 

240°, 

300° 

R,: 

45°, 

135°, 

223°, 

315° 

R.: 

45°, 

f35°, 

225°, 

315° 

ft.: 

45°, 

225°. 







EL HOMBRE MODERNO EN LA APLICACION DE 
LA GEOMETRIA. Las nwevas construcciones utilizan 
la linea, el rectangulo, la pirdmide, la drcunferen- 
cia, etc., para levantar los edificios mas especta- 
culares. En esta iiusfracidn tenemas evidentes prue- 


bas de ello: l. Unidad Nonoalco (Mexico, D. F.) 
2. Pabelldn de las ceras Jonhson (Feria Mondial de 
N. York). 3. Edifrcio de la O.N.U. 4. Torre de las 
oguai (Suecia). 5. Pabelldn del Congo (Feria M, de 
N, Y.) y 6. Pabelldn de Mexico (Feria M. de N. Y.) 



Funciones iri&onomeiricas de la suma y de 
la diferencia de dos dngulos 


402 FUNCIONES TRIGONOMETRICAS DE LA SUMA DE DOS AN 

GULOS. Sean Z XOC = La y Z COD — Lb, das angulos cuya suma es 
lXOC-\- L.COD — z XOD = ia-\- Lb. 

Por un punto cualquiera de OC, tracemos CM x OX y CD X OC . 

Por el punto D tracemos DN ± OX y por el punto C, tracemos Cti x ON. 

Consideremos los triangulos AOCM, A CDH y AOCZ?. 

En A OCM y A CDH: lCDH — Z MOC = a * **** 

ner lados j»erpendiculare$ 
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Calculo dc sen ( a b b L En la ft 

; tenemos: 


sen (a + b) = ^ 
OD 


( 1 ) 


Pero: NO ~ NH -f- HD 2 ) .. 

(el todo vs iguu! » in simta de las 

partesl. 


V NH = MC (i, . 

(lados ojmestos tie un redbmguluV 

Sustituyendo iL en (2>: 


NO — MC + HD (4 
Sustituyendo i4) en ] i, tenemos: 



sen 


(- + H - 'toC + HD _ MC fW 
OD OD OD 


Multiplicando el rumerador y denominador de la primera fraction por OC 
y *d mmierador y denominador de la segunda j)ur CD. te nemos; 


, , . . MC OC . HD CD 

sen (a + bj 2 = • — + — ■ _ . 

OC OD CD OD 


( 5 ) 


MC 

- — - = sen a , 

or: 

HD 

CD =COS3 ' 

OC 

-— oos b * 

OD 

-^£= se „b. 

OD 


Sustituyendo estos va lores en i , tenonitis: 

sen ( a 4" b 1 — sen a cos b 4* ros a sea b. 


Calculo dc cos ia'-f b). 


f 1 0/V 

cos (a 4- bj = . 

OD 

0) 


Peru: OM = ON + MN 


El Indues igunl a la sum a de las partes. 

ON = OM — MN 

(2) 

Dt sjiejiandn ON. 

Y cornu: MN = HC. 

til 

Lcirius ofiuestos de un rectangulo; 
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sustituyendo i en (2) , tenemos: 

W= OM- Uc (4) 

Sustituyendo < 4 1 oil 1 ) . tenemos: 


cos (a -J- b) = 


OM — HC _ OM HC 
OD ~ OD OD 


Multiplicandii el numerador y denominador de la primera fraction por OC 
y el numerador y denominador de la segunda jx)r CD, tenemos: 


, , ., OM OC HC CD 

COS a + b - , - -= - =r • T=r . 

OC OD CD OD 


(5) 


„ HC OM 

Fero: -=r — sen a , - — — cos a 

CD OC 


CD , OC , 

*==• — sen b , ■= = cos b , 

OD OD 

Sustituyendo estos valores en 5 . tenemos: 

cos (a -f b) = - cos a cox b — sen a > sen b . 

Galen lo de (cut (a + b) 

sen (a -f- b) sen a coy b -f sen b oos a 


tan (a + b) 


cos (a -4- b) cos a coy b — sen a sen b 


Dividiendo numerador y denominador [X>r cos a cos b, tenemos: 

sen a cos b + sen b cos a 

tan (a 4* b> =■ 


ms a cos b 


tan (a -f- b) = 


cos a cos b — sen a sen b 
cos a cos b 

sen a cos b sen b cos a 

cos a cos b cos a cos b 

cos a cos b sen a sen b 

ms a cos b cos a cos b 


simplificando; tan (a -J- b) 


sen a sen b 
cos a cos- b 

I sen a sen b 

rew a cos b 


(i) 
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Pero: 


sen a 


— tan a , 


( 2 ) 


sen b 


cos a 1 J coj b 

Sustituyendo 2 y l C, en < 1 i_ tenemos: 

tan a -b ton b 


— tan b. 


Ian (a -f b — 


■ 1 — tan a ■ tan b 
Calculo de cot (a-j-b\ 

cot (a-f b) = — — cos^ a cos b — sen a sen b 

sen (a + b) sen a cos b + sen b cos a 

Dividiendo nunierdor y denominador j*>r sen a sen b, tenemos: 

cos a cos b — sen a sen b 

cot (a + b) = 


sen a sen b 


cot (a + b) = 


pero: 


cos a 


— cot a , 


( 2 ; 


sen a cos b -f- sen b cos a 
sen a sen b 

cvs a ms b j 

sen a sen b 
tw b cos a * 

sen b sen a 

cos b . 

= cot b • 


sen a J sen b 

Sustituyendo • y < ■ en i l teneruos: 

cot a - cot b — 1 


( 1 ) 


(3) 


col (a -f- b ) = 


cot a -f cot b 


(3) 


40 i FI l NCI ONES TIUGONOMIOTICAS DE LA DIFERENCIA DE 
I ti »N ANOULOS. Si en las formulas anteriores sujjonemos el angulo b ne¬ 
gative, tendremos: 

Calculo dt sen (a—b j, 

sen | a + (— b)] = sen a cos (— b) + sen (— b) cos a. (1) 

Pero: cos (— b) — cos b, (2 ) y sen b) = — sen b. (S) 

Sustituyendo < 2; y '< en 1 . tenemos: 

sen (a ■— b) = sen a cos b — - sen b ms a 
Calculo dc cos i a — bf. 

cos fa -|- {— b) ] — cos a * cos (— b) — sen a sen (— b). 


(1) 
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Pero: cos (— b) — cosh, , 2) y sen (— b) = — sen b. ( *) 

Sustituyendo (2 ) y ( 3 i, en (I >, tenemos: 


cos i a — b - —: cos a cos b -j- sen a sen b. 

Calc ii to dc tan (a- ■ ft >. 

tan a + tan (— b) 


tan [a+ (— b)] = 
Peio: 


1 — tan a * tan (— b) 

tan (—- b ) = — tan b. 

Sustituyendo (2) en i 1 i, tenemos: 

, . , v tan a - tan b 

tan {a — b) = --— . 

1 -f- tan a tan b 

Calculo dc cot (a — b). 

cot a ■ cot (— b) — 1 


cot [a -p (— b)J = 
Pero: 


cot a cot (— b) 
cot (— b) = — rot b. 

Sustituyendo (2t en ( I ), tenemos: 

. , . — cot a * cot b — i 

cot (a — b ) — —- ; - 

cot a — cot b 

y cambiando de signos n lime rad or v denominador: 


cot (a — b) 


cot a • cot b + I 
rot b — cot a 


( 1 ) 

( 2 ) 


CD 

( 2 ) 


40+ SECANTE Y COSECANT! DE LA SUM A V DE I A DI KEREN 
CIA DR DOS AH COS Aunque es posible deducir formulas para estos valo- 
res, debido a su complepdad es preferible usar las siguientes relaciones: 


sec (a rt b) 


1 

cos (a ± b) ’ 


esc (a ±: b) = 


1 

sen (a ± b) 


40* RESUMEN DE FORMULAS 

sen (a ±, b) — sen a oof b m sen b cos a. 

cos (a zn b) — cos a cos b *p sen a sen b, 

. / ^ tan a zt tan b 

tan (a rfc b; = -----—— . 

1 zf ton a ■ tan b 
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cot (a i b) 
sec (a zir b; 
esc (a+ b) 


cot a • cot b 1 
cot b ± cor a 

1 


cos (q, ±; bj 

1 

sen {a ±. b) ' 


Ejemplos. Sabiendo que ---p y cos b = pp , cakular las fun- 


cioues trigonomeLricas de (a ± b). 


cos a 


= V l_^a = /L(^) =/l-£, 


/«n a — 


sen a 
cos a 


V* 

_2_ 

V?' 

2 

V2" 


rof a — 


cos a 
sen a 


2\/2 

2\/2 


2\/2 


1. 




V? 

2 


2V2 


T"_V2 

4 2 * 


sen b 


_yi=nr=y,#)'-y,-§./•, i 


1 

f _ 2 _ 1 y/3 y/3 

cos b yV V3 \/3 3 

2 

y5~ 

bc=f^ = 2 = ya T 

sen b 1 l 
~2 

Sustituyendo estos v a lores en las fdrmulas. resuita: 


sen (a + b) 


V 2 V 3 ~_^ 1 _ V 2 i , V? 

2 ' 2 ” 2 ' 2 4' “ 4 * 
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sen (a + bj = + , sen (a — b — - v -^- 


y/6 — y/2 


V2 V'3 V2 1 V6 V2 
=V * ^ ^"2“ * 2 = T =*= T 


cos {a H- b j 


V 2 


ro.v (a — bj 


y 6 -J- y'2 


/art la zr b i = 


\/3 3 ± V3 

1 “ 3 3 3 ± v'3 


1 ^ I 


V'3 3 q: V 3 3 + V3 

~y 3 


, fl „ ia+b) =i±^|: ^+y| = 9+^tj_ 

3 — V3 3 + >/3 9 — 3 


12 + byT 6(2 + \/3,J 


/an a +- b —- -Q - - 


= 2 + V 3. 


tan (a — b, — 


3 —V3 3 — V3_9 — 6V3 + 3 

3 + V3 3—V3 ~~ 9 — 3 


= 2 — V3- 


raf {a in b t — 


tan (a ± bj 


cot (a *f b =: 


_ 1 . 8 —Vg ^n 


2 4- \fr~ 2 + \/3 2 — \/3 


V3. 


ra/ 


, 1 12 4 V'3 2 -j- V3 o i 73” 

(a — b —-■ —!—V = — — 2 4- V3. 

2 —yT 2 — \/3 2 4V^ 1 


5t*«r (a zfc b i — 


ray (a ± b> \/fi y2 \/6 =i= \/5 


jw (a 4 b > — 


4 V6 + V2 4(V6 4 V2) 

V§ — V$ \/6 ■4 \/2 "* 6 — 2 


We+y 22 = ^ + ^ 
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sec 


, _ 4 \/b — x/ 2 ~ _ 4 (\/fe~ \/ 2 ) 

x/tT—- \75^ 6 — 2 

4(x/r—V2) 7- *r 

=- 4 . - V®— V® 

esc ( a ± b — 


t sc (n -fr b - = 


sen (a±b) V2’ 

4 ylT-V^ 4(V^—V2) - 


\^+V2 V« — V2 6 — 2 


V2. 


nc 


<»—b. = 4 = 4(vg ~+ Y 5 ) = v ;r+ ve 

V6 —x/2 6 — 2 % 


EJERCICIOS 


Calcular aplicando las formulas de las funciones trigonometricas de la 
suma y diferencia de angulos y Los valores de las funciones trigonometricas 
de los angulos notables ( , i5 „ b<; )> las funciones trigonometricas de los 

angulos siguientes: 

(1 J 105°. R; sen 105° = i (V®*+ V&) * 

cos 105° = i (V2“\/6) ■ 

fan 105° — — (2 + V^) - 
cot 105° - VT- 2, 
sec 105° = — (V2"+ V6). 
esc 105° = x/T—V2T 

R; sen 75° = ^ (x/fT-4- VS): 

cos 75 °=i(x/^—V®). 

tan 75° = 2 -f- V^- 
cof 75° = 2 — \^T 
sec 75® = V6 + \/2. 
c$c 75° = x/S"— x/S! 


(2) 75°: 
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(3) 15°. R.: sen 15° (V6 — V 2 )- 

COS 15 ° = ^ + V 2 ) . 

tan 15° = 2— \/T. 
cot 15° = 2 -J- \/^> 
sec 15°=V6— \/2. 
esc 15° = \ / 6 + \/2. 

C^alcular las funciones trigonometricas de los angulos (a -f b), sabietido: 


3 2\/13 

(4) sen a = ^ y sen h — ~ ^ 


ft.: sen (a + b l = 


i;V'n 

65 


, .. f >yi3 

w (a + b) s= 65 - 


inn (a + bj = -g-. 


cot (a + b) = 


sec (a -j- b I = 


17 

6 

V 

17 

5\/l3 


esc (a -j- b) 


5 VI3 


sen (a — b > 
cos (a — b) 
tan (a — b) 


V13 
65 ‘ 

layTJ 

" 65 

18 * 


ext? (a — b) = 18. 


sec (a — b) =; 


5 VI3 

18 


17 ' 


CSC (a - — - b) . 5yi3. 


’ 5V41 . 5V61 

( t ) cos a — —~— v cos b = 


41 


61 * 


i, , , 50V2501 

R» sen (a + b) = ^ 5()1 — . 

, . . V250T 

rof(a + b, = -^or- 

tan (a -i- b} = 50, 


sen (a — b) = 


cos (a — b) = 


— 10V2501 
2501 

49V2501 

2501 * 


tan (a — b) — — — 


10 
49 * 


sec (a + b | = \/2501, 


sec {a — b) = 


V2501 


49 
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k 

t6j sen a = —g— y cos b = -g-. 


- hlK 

5 


. ... 3VU) 

ft-' sen (a + bj = . 

cos (a -J- b) — — 
ttm (a 4* b) = — 3, 


sec (a + bj — — 


esc (a + b ) — 


\/T0 


3 * 


i , L i 

(7 i tan* = - y cotb ~- 

, 9\m 

ft- sen (a + bj = . 


/ , 2V«5 

cos (a -j~ b) =-jj£- 

tan (a + b) = 


cot (a 4- b) — 
sec (a -f* b) — 


esc (a + b) = 


~W 

— 9 
2 ' 

— 2 

9 ■ 

— \/E5 

~ 2 

VSS" 


, k. V™ 

sen (a— b) — , 

cos (a — h) — —Jg- 

tan (a — b) = ~ . 

sec (a — b) =. . 


esc (a — bl = ViO. 


sen (a 
car (a 
tan (a 


cot (a — b) — 


b i 

b) 

b! 

b) 


— 7\/85 

= -85 

_ ti\/8fr 

“ “8T * 

— 7 

’“B - * 


— 6 


sec (a 
esc (a 


b) 

b> 


V8§" 


. — V85 


Simplificar: 

(8) re« (a 4- b) cos a — cos (a 4* b) sen a. ft,; sen b. 

(9) cos fa — b) sen a — sen (a — b) cos a. sen b. 

(10) * + sen 0) 2 + (cor « — cos ft)*2 cos (a -\- ft). ft.; 2. 

(11) (sen a — sen /?}* 4-2 sen a sen p. ft.; sen 2 a 4- sen* ft 

(12) ( sen a — sen P)* (cor a 4- cos p ) 2 — 2 cos (a — P). 

ft.: 2 — 4 sen a sen p. 

Demostrar las siguientes identidades: 
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(13) cos (a -j* 45°) • sen (a 4 45°) = ^ (2 cos 2 a — 1). 

( 14) cos (x + y) cos y 4 sen (x 4 y ) sen y = ms - x. 

( 15 ; cos (x — 30°) - sen (x 4 30°) =^- + senx cos x, 

(16 ) sen (x 4 y) sen (x — y) — cos" y — cos" x. 

(17) cos {a 4 b) . cos (a — b) = cos 2 a 4 ctw 5 b — 1 





LA GEOMETRIA APLlCADA EN El DIBUJO. Una 
vex mas demueslra esto lamina que ta GeomeWa 
os eminentemenle proct ca, En el dibit jo es basica, 
trolese do esludio do la figure Humana, de anima¬ 
tes, ek. Hallamos el cilindro; el tfidngula —que 


engendra el cono y os el fundamento de la pirn 
mide—; el circulo, generador de la esfera y el cue 
dVado, bate del cubo, Se reproduce a la derec 
de la ilustraeion la interprelacion de un dibujo qu 
se encuentra en un cuaderno de Leonardo da Vii 


26 

Funciones trigonometricas del angulo duplo 


406. FUNCIONES TRIGONOMETRICAS DEL ANGULO DUPLO 
i alculo de sen '1 a. Si en la igualdad; 

sen (a -f- b) = sen a cos b -f- sen b cos a, 

hacemos b = a, resulta: 

sen (a-f a) = sen a cos a + sen a cos a. 

sen 2^—2 sen a cos a 

Caiculu " li a. Si en la igualdad: 

cos (a -|- b) = cos a cos b — sen a sen b. 


356 
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hacemos b = a, results: 

cos (a a j — cos a cos a -— sen a sen a. 

■ ■ cos 2 a — cos 2 a — sen a* 

Si se quiere cos 1 ' a en funcion sol amen te del cosetio, se sustituye: 

sen 2 a = 1 — cos 7 a 


y results: 


cos 2a — cos 3 a — (l — cos 2 a) 
— cos 3 a — 1 + cos? a 


•** cos 2 a = 2 cos- a — 1 , 

CalciiIn cl. cm 2 at Si en la igualdad: 

, . , v tan a 4-tan: b 

tan (» + b) = { 3 h » 

hacemos b = a, results: 


, . ^ tan a + tan a 

/,», (a + a) =-j-- ^ a . ■ 


tan 2a = 


2 tan a 
1 — tan® a 


407. FUNCIONES TRIGONOMETRICAS DEL ANGULO TRIPLO 

C aIcuK> dr sm !t a, Si en la formula: 

sen (a + b) =: sen a cos b 4- sen b cos a, 

hacemos b = 2 a. result a: 

sen (a -f- 2 a) = sen a cos 2 a + sen 2 a cos a. 

.4 sen 3 a = sen a (cos 3 a — sen 2 a) + (2 sen a cos a) cos a 
— sen a cos 7 a — sen 1 a + 2 sen a cos 3 a. 

Y como: cos 2 a — 1—sen 2 a. sustituyendo results: 

sen 3 a — sen a (1 — sen 7 a) — sen 3 a 4- 2 sen a (1 — sen 2 a) 

sen 3 a == 3 sen a — 4 sen ' a» 

Calculo de cos 3‘a, Si en la formula: 

cos (a + b) = cos a cos b — sen a sen b, 

hacemos b = 2 a. resulta: 

COS (a 4- 2 a) := cos a cos 2 a — sen a sen 2 a. 

cos 3 a = cos a (cos 2 a — sen 2 a) — sen a (2 sen a cos a) 

= cos 3 a — cos a .sen 3 a — 2 cos a sen 3 a. 
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Y sustituyendo sen’ a = 1 — cos’ a, tendremos: 

cos d a — «w 3 a — cos a (1 — cos 2 a) —2 aw a (1 — cos’a) 
= 1 a — coj a -f- a — 2 coy a -f- 2 cos' 3 a 

* * 3 a = 4 coy 3 a — 3 coy a. 

Calculo dc tar* 3 a. Si en la formula: 


ton (a + b) = 
hacemob b — 2 a. results: 


tart (a + 2 a) — 


tan a -f- tan b 
1 — tan a ■ tan b T 

tan a -f tan 2 a 


1 — tan a * tan 2 a * 

Sustituyendo tan £ a = 2 {an a resuUa 

1 — tan 1 a 

2 tan a tan a — tan 1 a-f 2 to/i a 


tow a H~ 

ton 3 a -- 1 ~ (gn ‘ a 


l — /aw* a 


1 — tow a 


2 ton. a 


1 — tow- a — 2 tort 1 ’ a 


tan 3 a — 


1 — ton 1 ' a 1 — tow* a 

3 tow a — tort 3 a 


1 — S tow ! a 


40& FUNCIONES TRIGONOMETRICAL DEL ANGULO MITAD 
Calcuio dc sen ^ . Si en la formula: 

cos 2 a = t — 2 sen- a, 

bacemos a = ~, resulta: 

«w ~ = 1 . 

2 2 

coy x — 1 — 2 sen 1 ^ 

y despejando serf * : 

2 sen 2 ^ — I — coy x ; 

„ x 1 — cos x 
sen ~ 2 - 2 -* 




1 — cos x 


2 
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Si en la formula: 


hacemos a — - ( resulta: 


y despejando cos 1 ^ : 


cos 2 a “ 2 cos 2 a — 1, 


cos 2 2^ = 2 aw 2 ^ — 1. 

z z 


COS Tt — 2 COS 2 £ — 1 


„ x i 4- cos x 
<ot 2 = -2- 


COF 


x _ / 1 4- 


CW X 


V 


. De la formula: 


x 

sen - 
, x 2 

,fl "2 =-I 

«<“2 



1 —coy x 


1 4“ cos x 


tot 


X _ / 1 

2“V 1 


CO S X 


4 " cos X 


EJERtlGlOS 


1 Sabiendo que sen q 
del angulo 2q. 


- , calcular el sent), el coseno y la tangente 
5 


ft: sen 2 q 
cos 2 q 
tan 2q 


24 

25 ’ 
7 

25 1 

24 

T* 

















r 
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1 


( 2 ) Sabiendo que sen r — ^ , calcular el seuo, el coseno y la tangente 


del angulo 3 r. 


H.: sen 3r = 1, 
cos 3 r ■= 0, 
tan 3 r = no existe. 

s 


5 Si sens — f calcular seno. el coseno y la tangente del uiigulo —, 
15 ^ 


S /l5 — 4V11 

*-■ Sen 2 = sJ -30- 


w 2 


15 + 4VTT 


30 


s 13 — 4 VI1 
taa 2 = - 7— 


t 4 Si cos u — ^ , calcular el seno. el coseno y la tangente de los an- 
gulos 2 u y 3 u. 

— 9 V2T 


R,; sen 2u = 

cos 2u ~ 

tan 2u = 


4 V21 
25 5 

— 17 

25 ’ 

— 4 V21 
-T7— 


sen 3 u = 

cos 3 u — 

ffl/t iu = 


125 

— ns 

125 ‘ 

9 \/2i 

118 ' 


(5) Calcular las funciones trigonometrical de los angulns de 15° y 
de 22° 3 O'. 


R.: sen i5° = £y4 —yl". 


cot 15° = 2 -f- y/i. 


cos 


15°=IV2 + V$- 


/-- 

ret- 15° =2 y/2 —V3. 


tan 15° =2 — V 3. 


rert 22° 30' _ | y4 — y2. 


ere 15° = 2 v4 4- V3. 


cot 22° 30' = V&-f 1. 


cos 22° 30' = i V2. 


ton 22° 30 =V2—1. 


rec 22° 30' — V4 — 2 V2. 
esc 22° 30' = v4+ 2 V2. 
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(6) Demostrar: 

a tan x sen 2 x = 2 sen 2 x. 

cos 2 a = coy* a — sen* a. 


C) 

d) 


f) 




sen 2 y 
1 -4- co s 2 y 

2 


cot a -j- tan a 


= tan y. 

= sen 2 a. 


sen 2 x 

CSC 2 X = T —: -rr- h 2 X. 

I 4- coy 2 x 

1 4- cos 2 x ~ 

■— 1 -— sen 2 x. 

cot X 


coy 2 x 


I + ton x 


1 — sen 2 x 1 — tan x 
Resolver las siguientes ecuaciones: 


a sen x = — ^ sen 2 x. /f..* 180°. 

b) cos 2x = cos* x. R.; 0°, 180°. 560°. 

/an x — 2 x* /L: 45°, 135°, 225°, 315°. 

3tanx = — tan 2 x. /?..* 52° 144 127° 464 232° 144 507° 46'. 


409. TRANSFORMACTON DE SUM AS Y DIKE REN Cl AS DE SENDS. 
COS ENOS Y TANGENTES EN P ROD 0 CTOS. Si a y b son dos angtlktt 
y hacemos: 

a + b = A y a — b = B. 

al resolver el sisteme: 

a + b = A 
a —b= B 

Tenemos: a = ^(A-}-B) t b —g(A —B). 

Suma de senos. De las formulas: 

sen (a -f- b) = sen a cos b + Kert b coy a ; 
sen (a — b) — sen a cos b — sen b cos a . 

Sumando (1) y (2), tenemos: 

sen (a + b) + sen (a — b | — 2 sen a coy b. 


(i) 

(21 
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y sustituyendo los valorem de a + b. a — b, a y b, results: 

sen A + sen B = 2 sen i (A *f B) cos ^ (A — B). 


, De las mismas formulas restamus (1) y (2): 
sen (a + b) — sen a cos b -J- sen b cos a ; (1) 

— sen (a — b) = — sen a cos b + sen b cos a „ (2) 

y results: sen (a -J- b) - — sen (a — b) — 2 sen b cos a. , 

Sustituyendo: 

sen A — sen B = 2 sen ^ (A — B) cos ^ (A + B). 

. De las formulas; 

cos (a -f- b) = cos a cos b — sen a st?n b ; (1 

cos (a — b) = cos a cos b 4- sen a sen b , (2) 

sumando 11 y ( 2 ): 

cos (a 4 - b) + cos (a — b) — 2 cos a cos b , 

y sustituyendo: 

cos A 4 - cos B = 2 cos I (A 4- B> cos i (A — Bj. 

* z 

fJifcra m de m nos. En las mismas formulas: 

cos (a 4 - b) ‘ cos a cos b — sen a sen b ; (1) 

— cos (a — b) = — cos a cos b — sen a sen b . 

Al re star (1 } y (2 }, tenenios: 

cos (a 4~ bj — cos (a -— b) — -— 2 sen a sen b * 

Sustituyendo: ^ 

fw A — cos B = — 2 sen - {A 4- B> sen ^ (A — B). 

Z 4 


" • >'■ i- . De la formula: 

tan A 4 - inn B = 


sen A sen B 

cos A cos B * 


tan A + tan B = 


sen A txis B 4" sen B cos A 
cos A cos B 


tan A + tan B — 


sen (A + B) 
cos A cos B 


se deduce: 
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Diferencia de tangentes De la formula; 

sen A sen B 


se deduce: 


tan A _ (on B = ——J- 

cos A cos B 

* „ sen A cos B — sen B cos A 

tan A — tan B - 7 ——=-- 

cos A cos B 


tan A 




cos A cos B 


410. RESUMEN. 

1 1 

sen A 4- sen B = 2 sen ^ (A + Bj cos — (A — B). 

Z !Z 

sen A — sen B = 2 sen ^ (A — B) cos ^ (A -j- B). 
cos A “f cos B = 2 cos ^ {A -|- Bli cos ^ (A — B) . 

4 4 


cos A —cos B 
tan A + tan B 
tan A — tan B 


= — 2 sen ~ (A -f B) sen ^ (A — 


B) 


__ sen (A + B) 

— cos A * cos B ‘ 

_ sen (A — B) 




EJERCICIOS 

Transformer en producto: 

I ) sen 35° 4~ sen 25°. 

2 sen 35° — sen 25°. 

cos 5x4- cos 3 *• 

4 cos 8 a 4- cos 2 a. 

> sen 4 x — sen x. 

6) sen (45° 4 -*)—sen { 45° — x). 

7) cos 25° — cos 35°. 

8 ) cos x — cor4x, 

9 ) sen 7x4- sen 3 x. 

10) cos 40° 4- &> s 20°. 


ft.* cos 5°. 

„• \/i sen 5°: 

i: 2 cos 4 x cos x, 

(i: 2 cos 5 a cos 3 a. 

0 3 5 

L: 2 sen — x cos - x . 

ft; \/2 sen x. 
ft; sen 5°. 

2 sen £ x sen^x, 

ft: 2 sen 5 x cos 2 x. 
ft: >/3 cos 10°. 
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1 J sen 105° — sen 15°. 

32) cos 10° — cos 70°. 

1 cos (90° + a)—cos (90° — a). 

14 sen 90° — sen 30°. 

1 5 I cos 50° — cos 40°. 

16 ) cos 60° — cos 30°. 

1 7 sen 75° — sen 15°. 

lft i cos 75° + cos 15°. 

14 i sen 40° -j- sen 20°. 

20 > sen 75 ° + sen 15 °. 

21 i cos 5 x + cos x. 

22 ) cos 2 x — cos x. 

23 sen 2 x -f sen 3 x. 

24') sen 7 x — sen 9 x. 

25) sen 3 x + sen 5 x. 

26) tan 20° + tan 50°, 

27 > tan 30° + Ian 60°. 

28) tan 50° — tan 25°. 

29) tan 45° — tan 15°. 

3U) tan (45° — a) + tan (45° -|- a). 
11 ) sen 60° 4- cos 60°. 

32) cos 30° — sen 30°. 

33) sen 30° + cos 30°. 

14 1 cos 60° — sen 60°. 

35 ) tan 60° + cot 60°. 



R.: sen 40°. 

Re — 2 sen a . 



R.: — sJ2 sen 5°. 
R.: — \/2 sen 15°. 




R ..* cos 10°. 

V 6 
2 ’ 


R 


Re 2 cos 3 x cos 2 x, 

„ 3 1 

R,: — 2scn-x sen-x. 

2 2 


R.: 2 sen — x cos — x. 

R.: — 2 sen x cos 8 x. 
R.; 2 sen 4 x cos x. 

R.: sec 50°. 

R.: tan 25° sec 50°. 

R ^sec 15°. 

Z 


R: 2 sec 2 a. 

R,; V2 cos 15°. 

R.; V2 sen 15°. 

R.: y/2cos 15°. 

R. sen 15°. 

A: 


Demos irnr, Iransfunnando en j>roducto. las signientes. igualdatks: 

cos 50° — cos 40° 

° cos 25° — cos 35°^ " 
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17) 


sen 35° — sen 25° __ 

cos 5G U — cos 40 u \f 2 


48) cos 75° — sen 15° = sen 7 5° — cos 15°. 

39) sen 60° + cos 60° = Sen 30 c -|- cos 30°* 

sen 35° — sen 25° __ cos 40° + cos 20° 
401 cos 25° —mv 35'-' " sen 40° + sen 20° * 


Simplificur irons formandn cn proriucto 


] ) sen (30° + x) + sen ( 10 c — x). 

2) sen (45° -(- x) — sen (45° — x). 

3 ) cos (45° + x) + cos (43° — x). 

4) cos (30° + *)— cos (30° — x). 


5 ) 

6 } 

7) 

*) 

9) 


sgra (a + ft) + sen f a — ft) 
cos (a + /fr) + cos (a — i?) 

sew (a + ft) — sen (a — ft) 
sg/z (a + ft) + sg/z (a — ft) 

cos (a 4- ft) — coy (a — ft) 
cos (o + 0) 4~ cos (a — ft) 

cos (a + ft) — COS (« — ft) 
sen (a + ft) — sen (a — ft) 

sen (a + ft) + sen (a — ft) 
cos (a + ft) — cos (a — ft) 

cos (a + ft) -j- cos (« — ft) 
sen (a + ft) — sen (a — ft) ' 


/?.; 

R.: 

R.: 

R.: 


R-: 


R.: 

R.: 

R.: 

R .• 

flu* 


cos x. 

\/2 sen x. 

\/2 cos x, 

— sen x. 

tan a. 

cot a tan ft. 

— tan a tan ft. 

— tan a. 

—cof ft. 
cot ft. 


m 
























LA GEOMETRIA EN LA FI5ICA (6PTICA). En esfo 
lamina presentamos el area iris, en este caso «in- 
terno a principal*, y el grafico «geometrieo» can 
que se demuesfro en Fiiica el par que del arco 
iris... «ci-b)> es un rayo de fuz solar que loco una 


gala de agua. «c» La goto hace las veces del 
«prisma» (derecha), que descompone la luz blanca 
en las siete colores que forman el espectro solar. 
Los circulos de los graficos 1, 2 y 3, perfenecen al 
ojo «emetrope», al «miope» y al «hipermetrope». 


Resolution de triangulos 

411- RESOLUCION DE, TRIANGULOS. Si bien un triangulo consta 
de seis elementos: 3 angulos y 3 ladoS, esta perfectamente determinado si 
se conocen tres de ellos siempre que uno de los datos sea un lado. Resolver 
un triangulo consists en calcular 3 de los elementos cuando se conocen los 
otros tres. 

412. TRIANGULOS RECT ANGULOS . En el caso de los triangulos 
recta ngulos, corao Lienen un angulo roc to, estan derterminados, es decin se 
pueden resolver cuando se conocen dos de sus elementos siempre que uno 
sea un lado. Esto nos conduce a los siguientes casos de resolucion de triangu¬ 
los rectangulos: 

1" Dados los dos catetos 
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2" Dados un catcto > la hipotcnu.va. 

3" Dados un calcic y un angulo agudo, 
4 f Dado; la hipotenusa y un angulo 


agiidt . 


Antes de resolver los triangulos 
vease mas add ante (■ . el 

manejo de las tablas de funcicnes tri¬ 
gonometries s naturales. 

Printer casoj Dados los dos catetos. 


Datos 

b — 50 m 
c — 64 in 

A = 90° 


Formulas 

a — -y/b*' c- 

Um B — — 
c 

C _ 90° — B, 



Fig. 326 


CdlcuLo de a* 

— ^/b 2 + d — V 50 2 + 64* = \A*50U + 4096 - \Z6596 - - 81.21 m. 
Cdlcuto de B. 

tan B = - = .^ = || — 0.78125} 
c 64 S2 

B = 38°. 

Cdleulo de C„ 

C = 90° — B = 90° — 38° = 52°. 

Segundo casoj Dados un cateto y la 
hipotenusa. (Fig 327 ). 

Datos Formulas 


a — 60 cm 
c = 28 cm 


b =: \/a- - c- 

„ c 
sen C — - 

a 


A = 90°. B — 90 — C. 

Cdleulo de b. 



b = ya* — = VriO- — 28“ = V36U0 — 784 = V2816 53.06 cm. 


Cdlcuio de C. 

senC = - = ~ = X ^- = L — 0.46666; C = 27° 49'. 

a 60 30 15 
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Caiculo de B. 



- go°—C = 90°—27°49' 


Tcrcrr caso : 

Dados un calc to 

angulo agudo (Fig 328 ). 

Dates 

Formulas 

b ~ 1.4 m 

B = 90° - C 

C= 37* 

c = b tan C 

A = 90°. 

b 

” sen B 


Caiculo de B. 

= 90° — C = 90° — 37° = 5 . 


Fig. 328 


Caiculo de c. 

c = b tan C — 1.4 tan 37° = 1.4 X 0.75355 

Caiculo de a. 


a — 


1.4 


1.4 


sen b " sen 53 u 0.79864 


1.76 rri. 



Fig. 329 


Cuarto caso: Dados la hipotenuva 
y un angulo agudo ( Fig. 329 't. 


Datos 

a — 20.J km. 

C = 38° 16'. 

A - 90°. 

Cdkulo de B. 

IS = 90°—C — 90° — 38°16' 14'. 


Formulas 

B = 90^ —C. 
b = a sen B. 
c — a sen C. 


Caiculo de b 

= a sen B = 20.1 sen 51 0 44' = 
- 20.1 X 0.78514 


Caiculo de c. 

< = a sen C = 201 sen 38° If/ — 20.1 X 0.61932 - u 
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413. AREA DE LOS TRIANGULOS RECTANGULOS. Sabemos que 

el area de un triangulo viene dada por 
la f 6 rmula; 

I 

Area = ^ base X altura. 

En el triangulo rectaugulo se pue- 
de tomar por base y altura los dos 
catetos [ :i0 . 

Esta formula puede tomar las for¬ 
mas siguientes: 

En cl primer caso: 


B 



A 


A — i be . 


Fig. 330 


C 


En el segundo case: 


b = V a2 — c 2 . 



c = \/a 2 — b 2 . 


A = iva J -c 2 (c). 


A = ^ c V* 1 — c*- 


A = i c V( a + c) (a — c). 


o tambien: 


A = ^ b \Za 3 —b 2 j 


A — ^ b \/fa + b) (a — b). 


En el tcrccr case 


A = ±bc. 


c-b tan C . 
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o tambien: 

En cl cuarto caso; * 

b = a sen B . 

e = a sen C . 
pero: sen B = cos C 


! » 

A — ^ c- tan B . 


1 


^ — 2 


1 


A = - a sen B a sen C 


1 


A — - a 1 sen B sen C ; 
y sen C = cos B , 


1 


A = — a 2 sen C cos C ■ 
A — a 2 sen B cos B ; 


( 1 ) 


( 2 ) 


pero: sen 2 B = 2 sen B cos B 


sen 2 C = 2 sen C cos C 


1 1 

x sen 2 B = sen B cos B (3) y - sen 2 C = sen C cos C . 


. . ^-- v-v j 2 

Sustituyendo (3) en ( 2 ) y (4) en ( 1 ), tenemos: 


(4) 


A = ^ a 2 • ^ sen 2 B ; 
A = ^ a 2 - i sen 2 C , 


A = -j- a 2 sen 2 B ; 


1 

A = -r a 2 sen 2 C . 

4 


EJERCICIOS 

Resolver los siguientes triangulos rectdngulos y ha liar su area (A). Los 
mimeros de Jos catetos e hipotenusas representan unidades de longilud cuales- 
quiera (metros, pulgadas, etc.) de la misxna dase en cada ejercicio. 


1 ) b=50, 

2) a-30, 

3 ) c = 60, 


c =40. 


b = 25. 


C _ 28° 30'. 


R.: a = 64.01, 

C = 38° 40', 

R.: c = 16 58, 

C = 33° 34'. 

R: b = 110.51, 
a = 125.74, 


B = 51° 20', 
A = 1000. 

i 

B = 56° 26', 
A = 207.25. 

B = 61° 30', 
A = 3315.30. 







RESOLUCION DE TRIANGULOS 
ft; b = 3.55, 


4) a=4, 

5) b = 14, 

6 ) a = 7.50, 

7) b = 30, 

8 ) a = 90, 

9) b = 22, 

10) a = 5.3, 

11) c = 45, 

12) a = 43.5, 

13) b = 30, 

14) a = 11.8, 

15) b = 2, 

16) a = 577 

17) b = 60, 

18) a = 9.3, 

19) b = 240, 

20) a = 175.5 


B = 62° 30 
c =18. 

c = 5.25. 

C = 40° 3<y 

C = 20°. 

c = 45. 

b = 47. 

B = 65° 50'. 
B = 38°. 
c =40. 

b = 3.8. 

B = 27° 20'. 

C = 29° 

c = 80. 

c = 6.2. 

B = 62°. 

C = 27° 15'. 


C = 27° 30' 

ft: a = 22.81, 

B = 37° 53' 

R: b = 5.35, 

.B = 45° 30' 

R: c = 25.62. 

B = 49° 30', 

R: b = 84.57, 

B = 70°, 

R: a = 50.08, 

B = 26° 4', 

R: c =2.44, 

B = 62° 28', 

ft; b _ 100.29, 
C = 24° io\ 

ft; c = 34.27, 

C = 52°, 

ft; a = 50, 

B = 36° 52', 

ft; c = 11.17, 

B = 18° 47', 

ft; c = 3 87, 

C = 62° 40', 

ft; B = 61°, 
b = 50.47, 

ft; a = 100 , 

B - 36° 52', 

ft; b = 6.93, 

B =48° 10', 

ft; C = 28°, 
c = 127.60, 

ft; B = 62° 45', 
b = 156.02, 


c = 1.84, 

A = 3.27, 

C = 52° 7\ 
A= 126. 

C = 44° 30’, 
A = 14.04. 

a = 39.45, 

A = 384.30. 

c = 3079, 

A = 1301.95. 

C = 63° SO', 
A = 495. 

C = 27° 32', 
A = 5.73. 

a = 10975, 
A = 2256.52. 

b = 26.78, 

A = 458.87. 

C = 53° 8 ', 

A = 600. 

C = 71° 13'. 
A = 21.22. 

a = 4.35, 

A = 3.87. 

c = 27.97, 

A = 705.82. 

C = 53° 8 ', 

A = 2400. 

C = 41° 50' 

A = 21.48. 

a =271.92, 

A = 15312. 

c = 80 36, 

A = 6268.88. 
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414. RESOLUCION GENERAL DE TRIANGULOS OBLICUANGU¬ 
LOS. para la resolution de triangulos oblicuangulos se puede aplicar la 
ley de bs servos la by de hs cosenos y la ley de las tangentes f como vere- 

mos a continuation. 


415. LEY DE LOS SENOS. "Los lados de un triangulo son profrorciona- 
les a los senos de los drtguhs opuestos". 

Para la demostracion ronsideremos 
dos cases: 

Primer case: El triangulo cs acutan- 
I'tiu. Sea ABC 1 i B1 un triangu- 
lo acutangulo. 

Tracemos las alturas CD y AE. 



B 


Fi B . 331 

Comparando (0 y (2), tenemos: 
b sen A — a sen B ; 

En el A ACE: ^=^C; 

b 

"Jp 

En el A ABE: =z sen B; 

Comparando (4) y (5), tenemos: 

b sen C = c sen B ; 
Comparando (3) y (6) } tenemos: 


En el A ACD-. 


CD „ . 

-g- = sen A ; 


CD — b sen A . U) 
CD 


En el A BCD: -— — sen B ; 

3l 


CD = a sen .B 

b 


sen A sen B 
AE = b sen C . 

AE = c sen B . 


sen B sen C 


( 2 ) 

(3) 

(4) 

(5) 

( 6 ) 


sen A sen B sen C * 

S eg undo caso: El triangulo es obtusangulo. Sea A ABC {Fig. 332) un 

triangulo obtusangulo. 
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Tracemos las alt liras CD y AE. 

En el A CDB-. — = sen B ; CD — a sen &. (1) 

a 

En el ACDA: ^ = sen (180 — A) = sen A ; CD — b sen A . (2) 

b 

Comparando (1 ) y 
a sen B — b sen A ; 

——£■ — -"hr ’ W 

sen A sen B 



AE ~ c sen B . 

Comparando <4 y (3 tenemos: 


( 5 ) 


b sen C = c sen B ; 

b c 

sen B sen C 


( 6 ) 


Comparando (3) y ff>'„ tenemos: 

a _ b c 

sen A sen B — sen C " 

416. LEY DEL COSENO. “El 
ciiadrado de un ]ado de un triangulo es 
igual a la suma de los cuadrados de Ion 
otrm dos I ados, menus el duplo del pro¬ 
duct o de dichos I ados, por el coseno del 
atigulo ejuc form an". 


B 



Fig. 333 


Para la demostracion ronsideremos dos casos- 

(’rimer caw: El triangulo cs acutanpdo. Sea ABC fFig. 333) un trian- 
gulo acutangulo. 

Tracemos la allura BD, 


CEOIWETRIA (BALOORl -13. 
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Por el teorema generalizado de Pitagoras, tenemos; 

a 2 = b 2 + e 2 — 2b AD . 


Pero: 



AD — c cos A . 


(1) 

(2) 


Sustituyendo i 2 ■ en 1 tenemos: 


a 2 = b 2 + c 2 — 2bc cos A 



c 


Fig. 334 

prolongando AC. Sea L A > 90°. 


Analogamente, se demues- 
tra: 

b 2 — a 2 -j- c 2 — 2ac cos B, 

c 2 ~ a 2 + b 2 — 2ab cos C. 

Scgundo caso: El trian. 
■Hi\o es obtusangulo, Sea 

ABC un trian- 

gulo obtusangulo, 

Traeemos la altura BD, 


Por el teorema generalizado de Pitagoras, tenemos: 

a 2 = b 2 + c 2 + 2b TiD , 


Pero: 


AD 

c 


=: cos (180-A) = 


— COS A ; 


AD — — c cos A . 


(1) 

(2) 


Sustituyendo {2 en i 1 i tenemos: 

a 2 = b 2 + c 2 + 2b (— c cos A) ; 
a 2 = b 2 + c 2 —2bccor A , 


417. LEY DE LAS TANGENTES. *'En todo tri&ngulo bblicuangiilo, la 
difercncia de dos dc sus I ados es a su suma como la tnngente de la mitad de 
la difercncia de los angulo* opuestos a csos la dos es a la tangente de la mitad 
de !a suma dc dichos angulos”. 

uemosthacion: 


a _ b 

sen A sen B ’ 

a sen A 


Ley de los senos; 


b sen B 1 


Trasponiendo; 
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a— b 

yen A — yen B 




a 

yen A 

(1) 

y 

Propiedad de las 

a+ b _ 

yen A + yen B 



propor clones 

a 

yen A 

<2X 



(1) por 

, tenemos: 





a — b yen A — sen B 
a sen A 


a + b sen A + yen B ’ 
A yen A 

, a —b_ yen A -— yen B 

a + b — yen A + yen B 

Transformando en producto: 


_ b 2 yen ~ (A — B) cos ^ (A + B) 


" +b 2*wi(A + B)«. s i(A — B) 


ordenando y simplificando: 


yen ^ (A — B) cos ^ (A + B) 

I 1 * 

coy ^ (A —B) sen ~ (A + B) 


separando: . 

a _b ' ve7I 2 (A "^ B ^ ^ 2 + B ) 
a + b coy ^ (A — B) sen ^ (A -j- B) 

Peru: . 

sen 2 (A — B) j 

- 1 -= tan g (A — B) ; 

cos~(A —B) 


cos 9 (A + B) . 

- ± - — cot i (A -f B) . 

yeni(A + B) 


(3) 


(4) 


( 5 ) 
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Sustituyendo 4 y 5 en ), tenemos: 


t-^ = < OT i(A-B)a«i(A + B). 

Y como: . 1 

cot i (A + B) =-- 

/«n±(A + B) 

Sustituyendo ( J) en (hi, tenemos: 


a — b 
a + b 


tan - (A — B) 


1 

/ani(A+B) 


a — b _ 

a + b — 


ron|(A-B) 
toni(A + B) 


(6) 

(7) 


418- EJEMPLOS DE RESOLUCION DE TRIANGULOS OBLICUAN 
GULOS- Primer caso: Conocidos los tres lados. 

Ejpmplo. Resolver el triangulo cuyos datos son: 

i “ 34, b — 40, c =, 28. 

Se aplica la ley del coseno. 


Cdlcuio de A- 

Despejando cos A: 


a 2 = b 2 4- c 2 — 2bc cos A . 
l^ + c 3 — a*’ 


cos A — 


2bc 


40 2 + 28 a — 34 s 1600+ 784— 1156 307 

cos A — -—---—-=-—0.54821. 

2 X 40 X 28 2240 560 


Cdlcuio de B- 

Analogamente: 


cos B — 


A - 56° 45'. 

a= + c*—b 2 


2ac 


34 s + 28* — 40 2 1156 + 784 -— 1600 340 . _ 

cos B — --— __i= 0.17857, 


2 X 34 X 28 


1904 


1904 


B - 79° 43'. 
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Cdlculo de C. 

Analogamente: 


C = 


a- + b 2 — c® 
2ab 


cos C = 


34* 40* _ 28 - 1156 -h 1600 — 784 1972 


2 X 54 X 40 


Es decir: 


0 


2720 

4 

* s 

G = 

43° 32'. 

A = 

56° 

45' 

B = 

79° 

43' 

C = 

43° 

32* 


= ,^= 0 . 72500 . 
2720 


A + B + C = 178° 120' = 180°, 


EJERCICIOS 


Resolver los siguientes triangulos oblicuangulos. 
!) a = 41, 


b = 19.5, 
c = 32.48. 

2) a = 5.312, 
b— 10.913. 
c _ 13. 

3) a = 25. 

b = 31.51. 
c — 29.25. 

41 a = 85.04. 
b= 70, 
c = 79,20. 

5) a = 1048, 
b= 1136.82. 
c = 767.58. 

61 a = 33, 
b = 51.47, 
c = 46.25. 

7) a = 32.56. 


/?.: A = 101° 10'. 
B = 27° 50'. 
C = 51°, 

fl.; A = 23° 40', 
B = 55° 33*, 

c _ ioo° 4r. 

R.: A = 48° 25'. 
B = 70° 32\ 
C = 61°3'. 

/?.. A = 69° 11', 
B = 50° IS'. 
C = 60° 31'. 

R.: A = 63° 20'. 
B = 75° 47', 
C = 40° 53'. 

A = 39°, 

B — 79°, 

C - 62°. 

fl.; A = 52° 18 
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B = 103° 37% 
C - 24° 5'. 


b = 40, 
c = 16.79. 

8 ) a = 28, 
b = 34, 

c = 26.3, 

9) a =13, 

b = 4, 

c = 15. 

10 a =10.59, 
b = 14.77, 
c = 20.15. 


ft A = 53° 30', 
B = 77° 30', 
C = 49°. 

ft.: A = 53° S', 

B = 14° 15', 
C = 112° 37'. 

fi.: A = 30° 40 r . 
B = 45° 20'. 
C = 104°. 


419. SEGUNDO CASO. Resolver mi triangulo conucidos dr>s lados v el 
angulo cornprendido. 


. Resolver el triangulo cuyos datos son: 


A = 68° 18'; 

11 

+** 

n 

f 

p 

Datos 

Formulas 

A = 68° 18', 

a = \/b J 4- c 2 — 2bc cos A, 

II 

a^c 2 —lr 
°“ B = 2ac ’ 

c =10. 

2ab 

Cdlculo de a- 



a — \/V + c* — 2bc cos A = \/6 a + 10 2 — 2 X 6 X 10 cos G8 C 18* ; 


a = V36 + 100 — 120 X 0,36975 — \/136 — 44.37 = V 9 1.63 . 

a = 9.57, 


Ddlculo dc B. 


cos B = 


a 2 + c 3 — b* 

2 ac 


9.57= + 10* — 6 a _ 91.63 + 100 — 36 
2 X 9.57 X 10 191.4 


cos B = 


191.63—36 

191.4 


155.63 

191.4 


0.81311. 


B 35 36'. 
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Cdlculo dc C. 


cos C — 


a 2 + b* — c 2 
2ab 


9.57*+ 6* — 10 2 
2 X 9.57 X 6 


91.63 + 36—100 
12 X 9.57 


cos C = 


127.63 — 100 
114.84 


27.63 

114.84 


= 0.24059. 


G = 76° 6", 


EJERGICIOS 


Resolver los siguientes triangulos oblicuangulos: 

1) a = 32.45, 
b = 27.21. 

C = 66° 56'. 


R.: c 33.19, 

A - 64° 6', 
B = 48° 58'. 


2) b=50, 
e = 66.6, 

A - 83° 26\ 

3 ) a “40, 
c = 24.86, 

B = 98° 6'. 

4) a = 60, 
b — 50, 

e - 78° 28'. 

5) b = 49.8, 
c = 77.6, 

A = 59° 11 '. 


R.: a - 78.58, 

B = 39° 13', 
C ~ 57° 21'. 

R.: b — 50, 

A = 52° 24', 
C = 29° 30'. 

[{„■ c = 70, 

A — 57° 7\ 
B = 44° 25'. 

R.: a =67.4, 

B = 39° 23', 
C = 81°26'. 


6) c — 54.75, 
a = 318, 

B = 4! 0 27', 

a =1126,5, 
b = 708.3, 

C — 63° 48'. 

b = 61.52, 
c = 83.44, 

A — 29° 14'. 


A = 34° 15', 
C -- 104° 18'. 

R.: c — 1032.3, 

A = 78° 13', 

B = 37° 59'. 

R.: a = 42.30, 

B = 45° 18', 
C = 105° 28', 


8} 
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9) a = U. 

b = 21, 

C = 97° 5(r. 

10) b =40, 
c = 24.8, 

A = 98° S'. 

420. TERCER CASO: 

Dutos 

A = 80 a 25* t 
B 35° 43; 
c = 6ti, 


R.: A = 25°50', 
B = 56° 20', 
c = 25, 

R.: a — 50, 

B = 52° 21', 
C = 29° 30'. 


Dados un lado y dos angulos. 

Formulas 

A “I" B —j- C_ 1 80 • 

a b c 


sen A sen B sen C 


Calculo de C. 

A+B + C=180°; 80° 25'4-35° 43'+ C= 180°; 116° S' + C = 180° 

C = 180° — 116° 8' (52' 


Cdlcuto de a. 


60 


sen A sen C 


sen 80° 25' sen 63° 52' 


60 


0.98604 0.89777 


a = 


60 X 0.98604 59.16240 


0.89777 


0.89777 




( dlculo de b 

b 


60 


sen B sen C 


sen 35° 43' sen 63“ 52' * 


60 


0.58378 0.89777 


h = 60 X 0-58378 ^ 


0.89777 
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EJERCICIOS 


Resolver los siguientes triangulos oblicuangulos: 


1) 

a —41, 

ft,: 

b = 19.5, 


B = 27° 50'. 


e — 32.5, 


C = 51°. 


A = 101° 10'. 

2) 

a = 78.6, 

ft.: 

b =50, 


A = 83° 26', 


c = 66,6, 


B = 39° 13'. 


C = 57° 21', 

3) 

a = 1048, 

ft; 

b = 1136.8, 


A _ 63° 20', 


c — 767.6, 


B - 75° 47'. 


C = 40° 53'. 

4) 

b = 50, 

ft; 

a = 60, 


A = 57° 7\ 


c = 70, 


C = 78° 28'. 


R = 44° 25'. 

5) 

b = 31.5, 

ft; 

B = 70° 32', 


A = 48° 25', 


a =25, 


C = 61°3'. 


c = 29.25. 

6) 

c = 547.5, 

ft; 

b _ 374, 


B — 41° 27', 


a = 318, 


C = 104° 18'. 


A = 34° 15'. 

7) 

b =40, 

ft; 

a = 32.6, 


B = 103° 37', 


c = 16.8, 


C _ 24° 5'. 


A = 52° 18'. 

8) 

b =61.5, 

ft. 

a = 42.30, 


A = 29° 14', 


c = 83.44, 


B = 45° 18'. 


C= 105° 28'. 

9) 

c = 15, 

ft; 

b =4, 


C= 112° 37', 


a = 13, 


A = 53° 8'. 


B = 14° 15'. 

10) 

c — 24.8, 

ft; 

a =50, 


B = 52° 21', 


b =40, 


C = 29° 30'. 


A — 98° 9'. 

421 

AREA DE LOS TRIANGULOS OBLICUANGULOS 

Primer caso 


Dados los Ires lados. Se emplea la formula de Heron, ya estudiada en Geometria. 
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;tn:; . Haliar el area del triangulo cuyos lados son: a = 18, b = 26 


= 28. 


a -{- b 4* c 

p = 2 * 

p— a = 36 — 18 = 18; 

18 + 26 + 28 

P= 2 

p — b= 36 — 26 = 10; 

72 JC 

P=2- = 36; 

p — c — 36 — 28 = 8. 


A t = \/p(P — a ) (P — b) (p — c) = X 18 X 10 X 8; 

A t — \/36 X9X2X2X5X4X2 = \/36 X9X4X5X4X2"; 
A,~6X3X2X2 V5X2 - 72y/Whz 72 X 3.162. 

,\ A,= 227.694. 

" T ur '* Dados los lados y el angulo comprendido. Si los lados 

son a y b y el angulo comprendido C se utiliza la formula: 

A — ^ ab sen C . 



Analogamente se obtiene: 

Area = — be sen A ; 
Area = 1 ac sen B . 


! >e De la 

formula: 

A t ^ i bh ; (1) 

h „ 

— — sen C ; 
a 

h = a^/iC. (2) 

Suslituyendo (2) en (1 : 

A t = i ba sen C . 


- jf inf . Haliar el area del triangulo cuyos dates son: a = 7, b — 8 
y C = 30°. 
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A, = ^ ab sen C = ~ X 7X8 sen 30° ; 

A, = i X 56 X 0.5 = 28 X 0.5 =: 14. 

A =s 14. 


1 ■! '’ ca -a. Dados un lado y dos angulos. De la formula anterior: 


| 

A, = — ab sen C ; 


y de la ley de los senos: 


se deduce, despejando b: 


sen A sen B 
a sen B 


b = 


sen A 


y sustituyendo en (1 > ; 


, 1 / a sen B \ 

A,= 2 a (^Ar) 


sen C . 


A, = 


Analogamente se obtiene: 


a 3 sen B sen C 
2 sen A 

b 2 sen A sen C 
2 sen B 

c* sen A sen 11 


A t = 

A t — 


2 sen C 


( 1 ) 


Kj f i i. Hallar el area del thangulo cuyos dates son: A — 70°, B — 50° 
y c — 50. 



c 2 sen A sen ,B 
2 sen C 


50 2 sen 70° sen 50° 
60° 


2500 X 0.93969 X 0.76604 

2 X 0.86603 


1250 X 0.93969 X 0.76604 
0.86603 


A, 


899.7575 

0.86603 


1038.9. 


* * 


A, - 10*8.9. 
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EJERCICIOS 

Hallar las areas de los triangulos oblicuangulos de los 
de este capitulo. 


EJERCICIOS 

(Dados (os trcs !a- 
dos) 

1) 310.68 

2) 28.5 

3) 345 

4) 2590 

5) 372000 

6) 751 

7) 266.2 

8) 359 

9) 24 

10) 76. 


RESPUESTAS 

EJERCICIOS 

( Dados dos lados, 
y el dngulq com- 
yrendido) 

1) 405 

2) 1655 

3) 493 

4) 1470 

5 1660 

6) 5750 

7) 354900 

8) 1258.1 

9 124.3 

10 ) 493 . 


ejercicios anteriores 


EJERCICIOS 

(Dados tin lado v 

dos dngutos ) 

1 ' 310.68 

2) 1655 

3) 372000 

4) 1470 

5) 345 

6) 57600 

7) 266.2 

8) 1258.1 

9) 24 
10 ) 493 . 







.A GEOMETRIA V LA TOPOLOGIA. La Topologia 
s oMatemdlica de lo posible» viene a ser una 
jeometrta que solamente tiene en cuenlo lot con- 
ceptos de «orden» y «continuidad». Fue bautizada 
ran ese nombre por Listing el afio 1847. Asi re¬ 


sults let «cinta de Mobius», sabre la que, si ima- 
ginamos un hombre commando, puede pasar del 
«onverso» al «reverso» de la mtsmo sin «atrovesor- 
lo»; es decir, «conti nuamente». La bote I la de Klein 
(fig. E) es otro ejemplo de superficie «unildtera», 



Logaritmos. 


Logaritmos de las 
trigonometricas 


funciones 


4221. LOGARITMOS Logaritnio de un numcro es d oiponentf a que 
hay que elevar otro numcro ilamado base del si.stem a, pari* obtencr el numero dado 

Si la base es 10 los logaritmos se Hainan vulgares, decimales o de Briggs. Son 
los mas usados en la mateniatka elemental. 

Es decir: De las igualdades de la primera columna, se deducen las de 
la segunda columna: 

results: /og 0.001=—3 

SI 


o 

i 

Vi 

11 

- 

= o.om 

10 2 " 

1000 


1 

1 

ID - 2 = 

_ ! —- —— 

-—= 0.01 , 


10 2 

100 


385 


log 0.01 - — 2 
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1 

1 


10“» = — = 

- = 0.1 f 

results: tog 0,1*=—1 

10' 

to 

10° = 1 , 


w log 1 = 0 

10 1 = 10, 


w tog 10 = 1 

10*= 100, 


” log 100 = 2 

10*= 1000, 


” tog 1000 = 3 

10 4 = 10000, 


" log 10000 = 4 

10 4 = 100000. 


" tog 100000 = 5 


y asi sucesivamente. 

423. PROPIEDADES DE LOS LOGARITMOS VULGARES. 1+) Los 

unicos nuiueros cuyos Iogaritmo; son nuracros cntcros, son las poicncias dc 10 
de exponent enlcnx 


Ej cm pies: 

10-2=: 0.01 . tog 0.01= —2 

IQ — * = 0.1 . /og 0,1 - — 1 

10° =1 log 1=0 

10> —10 log 10=1 

10*= 100 .. log 100 = 2 

10* = 1000 ......... log 1000 - 3. 

2*) El Iogaritmo dc los numeros comprendidos entre 1 y 10. tienen sus loga- 
riimos com proud idos cnlrc 0 y I ya que log I ~ 0 y log 10 = I. 

Ejtrnplos: 

log 2 — 0.3010 log 8 — 0.9031 

log 4 = 0.6021 log 9 = 0.9542. 


Los numeros comprendidos entre 100 y 1000 tienen su Iogaritmo com- 
prendido entre 2 y 3, ya que tog 100 — 2 y log 1000 = 3. 

Anatogamente, Ins numeros comprendidos entre 1000 y 10000, tienen su 
Iogaritmo entre 3 y 4, ya que log 1000= 3 y log 10000 = 4. 

Ejonplos: 

log 200 = 2.3010 . log 2000 = 3.3010 

tog 400 = 2.6021 . log 4000 = 3.6021 

log 800 — 2.9031 .v • m log 8000 = 3.9031. 


3'} Los mim'cros nrgativos no tienen [ogarittno, El Iogaritmo de todo nu- 

# 

mero que no sea urn poteitcia dc 10 dc exponent? at tern const* <k . una parte 
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entcra y una-parte decimal. La parte entera se llama caracteristica y la par¬ 
te decimal mantisa. 

m- 

Lj cm pi os: 

log 2 = 0.3010 . caracteristica — 0 

mantisa — 0.3010. 
log 400 — 2.6021 ........ caracteristica = 2 

mantisa — 0.6021. 

log 8000 — 3.9031 . caracteristica = .3 

mantisa — 0.9031. 

La mantisa es su-mpre positi va. 

La caracteristica es si el mimero es mayor que l y - cuan- 

do el mimero esta comprendido entre 0 y 1. 

La caracteristica de los logaritmos de los numeros comprendidos entre 
1 y 10, es cero. 

Para hallar la caracteristica del logaritmo de un v,\ mayor qne 1, 
$e resta una unidad al mimero de cifras de su parte entera. 

EJemplos : 

4856 tiene 4 cifras; la caracteristica de su logaritmo es 3. 

386 tiene 3 cifras; la caracteristica de su logaritmo es 2. 

8 tiene 1 cifra; la caracteristica de su logaritmo es 0. 

1215.65 ttene 4 cifras de parte entera; la caracteristica de su logaritmo es 3. 

Para hallar la caracteristica de un tutmero menor que 1, se sum a la 
unidad al numero de ceros que hay entre el punto decimal y la primera 
cifra significativa. Esta caracteristica es negativa. 

Ejcmplos : 

la caracteristica de fog 0.4 es —1 , 
la caracteristica de fog 0.05 es —2, 
la caracteristica de fog 0.008 es —3, 

Cuando se escribe un logaritmo cuya caracteristica es negativa, el signo 
men os se coloca sobre la caracteristica y no delante de el la, porque de esta 
manero afectaria a lodo el logaritmo v debemos recordar que las mantisas 
siempre son positivas. 

Ejcmplost 

log 0.04 — 2.6021 que signifies: — 2 + 0.6021 

log 0.0008 = 4.9031 ” M —4 + 0.9031. 
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M +. ( AIO l .0 IjOGAKITMIOO. Si B es la base de un sistema de 
logaritmo* y M y N son das mimeros cualesquiera. tenemos: 

Si: log M — x , entonces: B* = M , (j) 

log N — y, ” B y = N. (2) 

Logan into de un praducto- “El logaritmo de un producto es igual a In 
sumo de hs logaritmos de los fee lores”. 

MuJtiplicando miembro a miembro (J) y (2), tenemos: 

B 1 • B* = MN „ 


/ogMN = x+y. (3) 

Pero; log M = x y log N — y. 

Sustituyendo estos valores en (3), tenemos; 

log MN — log M -f t°g N . 

LogaritiiM) de un cociente. “El lagantmo de un cociente es igual al loga- 
ritrno del dividendo menos el logon tmo del divisor”. 

Dividtendo miembro a miembro (1) y (2), tenemos: 

B 1 _ M 

P _ 


B 1 



M 

i°g— = * — y- W 

N 


Pero: tog M = x y log N == y, 
Sustituyendo estos valores en (4), tenemos: 


M 

log — — log M — log N . 


Logaritmo de uru potmria. * El logaritmo de Una pot end a es igual at 
exponent# par el logaritmo de la base”. 

Elevando a la potencia “n”, ambos miembros de la igualdad (t), tenemos: 
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Y como: toy M = x , sustituyendo este valor en (5'j, tenemos: 

log M n = n log M . 

Logaritmo dc una rai/. a E/ Logan t mo de ana raiz rs igual al togaritmo 
del radlcando din'dido entrc id indite dr la raiz”. 

Extrayendo raiz enesima en ambos miembros de la igualdad (M, tenemos: 

<yM. 

X _ 

B" si . 

/. hg<yM=^. (6) 


Y como: log M = sustituyendo este valor en (6) t tenemos. 


Ejeniplos; 


log ( 3.4 X 5.62)= log 3.4 + log 5.62 

toy (25 X 6-5 X 615)= log 25 -+■ /by 8.3 + log 615 

to* ^ = ^1.8-to* 0.72 

log = fog 4.3 + fog 5.9 — tog 12.35 

toy 3.2 s = 9 X log 3.2 

toy (7.8 s X 3.62) = 5 toy 7.8 -+■ log 3.62 


log —=4 X toy 4.6 — toy 5 
5 

toy ^6^ = 

5 

*w( X ) = ^ -tog2 - 

425. ANTIIjOGARITMOS. Sc llama antilogariimo, al niimcro a quc co- 
rrcsponde un logaritmo dado. 
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Kjcinplo : 

Si: hg 2 =0,3010 antihg 0,3010 = 2 

log 40 =1.6021 antihg 1.6021 = 40 

" hg 800 = 2.9031 antilog 2.9031 = 800. 

EjERCICIOS 

Calcular las caracteristicas de los logaritmos de los siguientes numeros: 

D +32. ...... ft 2 . 

2 ) 86 . ft t . 

3) 7526. .. 3 . 

4) 13.56. . 1L- 1. 

5) 7.18. R. n 

6) 436.025. /L- 2. 

7) 108.36. /L- 2. 

8) 23.01. ft* I. 

9) 9.3426. ft 0, 

10) 48.35272. ft 

U) 0.5. ft T. 

12) 0.0028. Rj H. 

13) 0.000325. ft. 4 . 

14) 0.00000083. ft J. 

16) 0.0000721. , «... 3. 

16) 48365. ft. 4. 

17) 324.762. R_- 2. 

18) 18.36509. ft f. 

19) 0.00723. ft 3. 

20) 0.000015. ... R„~ 3. 

A plica r logaritmos a las siguientes expresiones: 

21) ab. . ft.: log ab = hg a + b- 

22') 5x. ........ ft: log 5x = hg 5 4- hg x. 

23 l 42 X 5.6. _ ft log (42 X 5.6) = log 42 + hg 5.6. 

24) ^ . . ft log ^ = log c — hg d. 

25) 5. . ft hg± = hgx — hg 3. 


» 
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26) *. log*** = log a. + log b — log x, 

27) 

28) 

29) 

30) 

31) 

32) 

33) 

34) 

35) 

36) 


Calcular los antilogaritmos eu las siguientes expresiones. 


37) 

log 2 =0.3010. 

R.: 

2. 

38) 

log y — 0.6021. 

R„- 

y* . 

39) 

log z = 0.9031. 

R; 

z. 

40) 

log 20 =1.3010. 

R; 

20 

41) 

log t = 2.6021. 

R.: 

t. 

42) 

log 8 = 0.9031. 

JL* 

8. 

43) 

log m = 1,3010. 

Rj 

m. 

44) 

log 0.02 = 2.3010. 

R.: 

0.02. 

45) 

fogp — 3.9031. 

R.: 

P* 

46) 

teg 100 = 2.000. 

R.: 

100. 

47) 

log x = 1.8837. 

R.: 

X. 

48) 

tog u — ! .9243. 

R.: 

u. 

49) 

log 3 = 0.4771. 

R.: 

3. 

50) 

log h = 2.0016. 


h. 

51) 

log w —- 1.5145. 

R.: 

w. 

426. 

MANEJO DF. LA TARLA DE LOGARITMOS. 

Existed much as 


tablas dr* logaritmos de di versos autores, cuyo manejo viene explicado mi 


x —■ 

. A- tog~ = iogc +hgd — logS. 

x n . R.: tog x B — n log x, 

b*. R.: tog b* = 4 X log b, 

15 3 . .. R- log 15 3 = 3 X fog 15. 

3x*. ., ft.: log 3 x 2 = log 3 + 2 X log x. 

. R.: log ~ = log 4 + 3 togb — log 5. 

i/A. #-* log tyA — ^ A . 

a 

^TsT * _ ^12 log 12 

. «-• tog-— = -&>g*- 

x x 5 

VM >^N. . «-• log \/M • ^=M“ + iS|^ 

Demostrar que: 

*» vl + £ +1 = • 2[hg ( vTTg ~~* )-' 0 * n] - 
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la misma tabla. Nos limitaremos a explicar el nianejo de la tabla inrlnida 
como a pend ice a este texto. Se eiuplea esta tabla para resolver dos 
cuestiones: 

A Ha I Jar el k-garitego de un mime™ dado. 

15 Hollar el antiloparilmo de un lo^uritmo dado. 

A) HalLar el fogaritmo de un numcro. Primero se determina la ca- 

racteristica de acuerdo con lo ex plica do en el inciso 423. 

Para hallar la manlim: 

I' 1 ) Cuando sc trata de un numcro de uwt cifrat se toma la mantis 
de la decena corrcspondiente a dicho numero, en la columna encabezada “0”. 


log t = 0.000 


log 2 ~ 0.3010 



2*) C uando -v trata de un numero de das cifras, Se busca el numero 
en la columna N y se toma la mantisa en la col umna encabezada eero. 


N 0 1 2 3 4 



log 51 = 1.7076 
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log 92 = 1.9638 



log 412 =2.6149 


i" Cuando St irata dr un numero dr ires cifras. Se bureau Las dos 
primeras cifras en la columna N y se toma La mantisa en la columna comes- 
jtondiente a la terccra cifra. 

HO 12 3 


log 382 = 2.5821 


4 tt ) Cuando se traia de un numero de mas de tres cifras , Este caso va- 
mos a explicarlo desarrollando un ejemplo. Hallemos tog 8,005. Primero deter- 
minamos la caracteristica. Como la parte entera tiene una sola cifra, dicha 
raracteristica es cero. 

Detemiinemos la mantisa; Se consideran Ids tres primeras cifras y 
buscamos log 8.00 y fog 8.01.. 


log 8.00=0.9031 
log 8.01 = 0.9036 


N 0 1 S 
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log 6.01 = 0.90 36 
log 8.00 = 0.9031 

0.0005 - diferencia correspondiente a 0,01, 

Sabiendo esta diferencia, calculamos la diferencia correspondiente a 0.005. 

0.01 - 0.00005 

0.005 - x 


0.005 X 0.0005 

— oToi 


0.0000025 

0.01 


= 0.00025 


Entonces: log 8.00 - = 0,9031 

diferencia |M*ra 0.005 - =0.00025 

log 8.005 - == 0.90335 

427. MANERA DE HALLAK EL ANTILOGARITMO. 

1") Cuartdo el logaritmo figura en la tabla. 


log it = 1.7076 
x = 51 

log y = 3.7259 
y = 5320 

log i. = 0.7482 

log n - f.7642 
u = 0.581 



Cuando la marmsa se encuentre en la columna encabezada por “0”. el 
anti logaritmo se encucntra en la columna encabezada jior ,4 N'\ 

Cuando la mannsa se encuenlra en una columna encabczada jior “1 ”, 
“2", etc., dicha cifra se’ coloca a continuation de las cifras tomadas en la 
columna “N”. 
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La caracteristica nos determina la j>osicidn del punto decimal, o sea, el 
numero dc cifras de la parte entera. 

2") Cuahdo el logaritmo no ft guru en la tablet 

Vamos a ex pi icarlo con un ejemplo. 

Tenemos: log x ~ 1.0875. Queremos delerminar el valor de x, es decir 
el antilogaritmo oorrespondiente al logaritmo 1.0875. 

Sabemos que la caracteristica 1, significa que el numero tiene dos cifras 
en su parte entera. Nos falta buscar cuales son estas cifras y esto lo da la 
mantisa 0.0875. 

Buscamos en la tabla la mantisa que mas se aproxime por defecto . 


x= 122 



N 

0 

1 

2 

3 

4 

h 

1 

10 

ooon 

004^ 

OO86 

0128 

OI70 

\'\ 


tl 

0414 

045.1 

0492 

ns.11 

05<X) 

h 


12 

0792 

0825 

15864 

0899 

0934 



LI 


H73 

1206 

1239 

1271 

Jr 


U 

1461 

H 9 * 

152,1 

1553 

15H4 



15 

I7tH 

1790 

l 847 _. 










En este caso encontramos que la mantisa 0.0864 corresponde al nume¬ 
ro 12 en la columna 2. Es decir a un numero cuyas cifras son 122. 

Como sabemos que el numero tiene dos cifras de parte entera, tene¬ 
mos, que aproximadamente el valor buscado, es 12.2. 

Si queremos obtener una aproximacinn mayor, es decir mas cifras deci¬ 
mates, hacemos lo siguiente: 

a) Hallamos la diferencia entre la mantisa quo tenemos y la que hemos 
tornado de la tabla. A esta diferencia la llamarenios 1 1 diferencia: 

0.0875 

0.0864 

1 diferencia = 0.0011 

b) Hallamos la diferencia entre la mantisa tomada en la tabla y la 
mantisa siguiente que corresponde al numero 123. A esta diferencia la 11a- 
marenios 2* diferencia: 

0.0899 

0.0864 


— 0.0055 
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c) Ahora decimos: 


Si 35 correspond e a una diferencia de 1 


ll 


x ~ 35 = 0.314. 


Luego las cifras del numero buscado son: 12.2314; 


EJERCICIOS 


Calcular ias siguientes expresiones, empleando logaritmos: 


, 53.2X1624 

11 89.2 ~ 

71.5X9.64 
0.5X86 - 

(-6.3) X (- 9.432) _ 

(—0.05) X 816.5 

4) 5 4 X 0.3 3 = 

j_ jl ^ 

5) a^xe^x^^ 

5 6 

6 > 


A; 9.685. 


A/ 143.665. 


A? — 1.455. 


A: 16.875 
A: 10.366. 
A.' 45.703. 


. 0.48* 

2.4* “ 


R.: 0.000368. 


8) 

9) 

10 ) 


2 


£ 

8 

6* 


V8.36 X 9.12 ~ 



'64.8 X 203.5 
94.2 


11 ) 

12 ) 





A: 1.043. 

A. 1 8.731. 
A; 3.4. 

A.* 0.7225. 

A. 


0,905. 
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( 0.06123 
0,1823 



R.: 0.483. 


14) 

15) 


V3 X \/5 X VO-04 - 

V46.28 X V62~15 
V2l5^ 


R.: 0.775. 
R 3.655. 


428- MANEJO DE I A. TABI-A DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS 
NATTJRALES • Esta tabla se emplea ]>ara resolver dos cuestiones: 

t i Hallar el valor de una funeidn trigormraelrica de un angulo dado. 

2 s ) Dado el valor de una funeidn trigonometrica de un angulo. hallar 
dicbo angulo- 

Para hallar el valor de una funcion. trigonometrica umsideremos dos casos : 

Caso A) Cuando el angulo dado fignra em la tabla, Para hallar el valor 
de una funcion de un angulo menor de 45°, se busca el angulo en la t m 
Jurnna de hi izifuiere y el nombre de la funcion en la fila vertical comes- 
pondiente. 

El valor de la funcion trigonometrica se halla en la in ter seed nn de la 
fila donde se tee el angulo y la column a encabezada jjor la funcion. trigono¬ 
metrica buscada. 



cos 27° 20' — 0.8884 


Si el angulo dado es mayor de 45°, se busca el angulo en la ultima ru 

Jumna de hi den-id i . y el nombre de la funcion en la id time Ufa infrnnr. 

El valor de la funcion. se halla en la interseccidn de la fila y la colum- 
na, igual que en el ejemplo anterior. 
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Ejrjnplo 3. Hallar cot 54° 10' 



\ 




1 - 4' r - 

- -"204 

307 

^n" 

10' 




=—.—^ 




L 

34 3 t 

.5542 

i .788 

.674.5 

1.483 

1.206 


66“ 0' 

| 

c 

~ 1ft' 

20' 

30' 

40' 

50' 

6|6 

64 O 

.5W4 

688 

712 

7«i 

773 

t,?66 

758 

751 

787 

830 

.6873 

916 

■6959 

473 

464 

■ 435 

446 

437 

209 

211 

1.213 

216 

218 

274 

258 

.8241 

225 

2()H 

50' 

40' 

30' 

20' 

10' 

-J 

air 3 o 

■5736 

1-743 

.7002 

1428 

1 ,221 

.8192 

66 11 0' 

h 


fir 

20' 

30' 

40' 

50' 

760 

783 

.5807 

831 

8.S4 

736 

729 

1.722 

715 

JO® 

046 

089 

•7*33 

177 

221 

4K) 

411 

1.402 

393 

3*5 

223 

226 

1.22f 

231 

2,33 

‘7.5 

158 

.8141 

124 

l«7 

50' 

40' 

30' 

20' 

10' 


Li 

36" 0 P 

.5878 

1.701 

■7265 

1 -376 

I.236 

.KoQ4I 

64“ 0' 




Cot 

Wi 

Cat 

Tan 

C*c 

S#n 

Gradat 

--4 


cot 54 a 1 O' — 0.7221. 

Caso B). Cuando d inguk* dado no fi^ura en la cdila. En este caso, el 
valor de la funcion trigonometries se determina per V.v . La interpo- 

lacion consists en tomar dos valores inmediatamente prdximos al valor bus- 
cado, uno superior y otro inferior, que se encuentran en la tabla y de ellos 
deducir el valor buscado. 


- j ( :11 . Hallar el seno de 20° 15'. Como el angulo esta compren- 

dido entre 20° 10' y 20° 2</, hallamos los senos de estos valores. 



10' = 0.0027 
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Estableciendo la proportion correspondiente, tenemos: 

0.0027 X 5 0.0027 


10 ' 

5' 


0.002 7 


x — 


10 

x = 0.00135 


sen 20° iff = 0.34480 
parte proporcional a 5' —0.00135 

sen 20° 15' = 0.34615 
Hallar el coseno de 27° 23'. 




cos 27° 20' = 0.8884 
cos 27° 30* = 0.8870 


10' = 0.0014 


0.0014 


0.0014 X 3 

to 


3' 


x = 


0.0042 

10 


0.0004 


cos 27° 20'-= 0.8884 
jwrte proportional a 3' = 0.0004 


cos 27° 2T = 0.8880 

Observers que en estc caso, el valor oOtenido para los 3', se ■ r ,%• , po^ 
que al aumentar el angulo. el coseno . Lo mismo sucede ccn la 

y con la nl, . 
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429. MANEJO DE LA TABLA DE FUNCIONES TRIGONOMETRI- 
CAS JLOCAR1 I VIKAS. Es posible hallar el logaritmo de una funcivil tn- 
gonometrica. Mali an do primero el valor de la funcion por medio de la tabla 
de funciones naturales y despues buscar el logaritmo de dicho valor. 

Ejtnirio. Hallar el valor de tog sen 12° 20'. 

Hallamos primero sen 12° 20 7 = 0.2136 y despues log 0.2136 = 1.3296. 

Por tanto: log sen 12° 20' = 1.3296. 

Sin embargo, este procedimiento necesita emplear primero la tabla de 
funciones trigonometrical naturales y despues la tabla de logaritmos. 

Para eliroinar esta operation, en dos etanas. se han p re para do tablas que 
dan directamente Its logaritmos de las funciones trigonometricas. 

Las tablas que damns en el apendice conlienen en la primera columna de la 
izquierda, los angulos desde 0° hasta 45° de W en 10’. 

Los angulos desde 45° hasta 90°, se dan en orden inverso. en la primera 
columna de la derecha, tambien de 10' en 10'. 

Si el angulo es menor de 45°. se busca en la columna de la izquierda 
y el nombre de la funcion se lee por la |>arle superior; cuando el angulo 
es mayor de 45 se busca en la columna de la derecha y el nombre de la 
funcion se lee por la parte inferior. 

Para facilitar la interpolacion. se dan coluxnnas de diferencias, Estas 
columnas encabezadas por la letra d”. estan situadas a la derecha de las co 
lumnas L sen y “l.cov” Las columnas de la tangente y la cotangente, 
encabezadas “L ton y 1 cot", tienen una diferencia comun. situada entre 
las dos columnas, encabezada por las Liras -dr’’- 

Los senos y los cosenos tienen un valor menor que la unidad y, jx>r tanto, 
los logaritmos de estos valores tienen caracteristicas negativas. 

Como tambien las tangentes de los angulos menores de 45°, y las cotan- 
gentes de angulos mavores de 45° y menores de 90° son menores que la uni- 
dad, sus logaritmos tienen caracteristica negativa. 

Para evitar escribir caracteristicas negativas en la tabla, se pone 9 en lu- 

gar de 1; 8 en lugar de 2, etG.; |>cr tanto, al tornados de la tabla, debemos 
recorder este convenio. 

I^as caracteristicas de los logaritmos de las tangerites de los angulos com- 
prendidos entre 45° y 90°, son las que figuran en la tabla; tambien lo son 
las de los logaritmos de las cotangentes de angulos menores de 45°. 

En esta labia no aparecen Ins valores de los logaritmos de las secantes y 
las cosecantes. En caso que fuera necesario calcularlos. recordemos que la 
secante y la cosecante son los reciprocos del coseno y el seno respect!vamente.. 
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40t 


Angulo 


L Son 


L Coi 


L Ton 


de 


l Coi 



Kjnnplo*. 


bg 

sen 

30° 

= 1.6990 

log 

cos 

30° 

10' -1.9368 

bg 

ion 

5 

o 

40' =7.7730 

log 

cot 

31° 

- 0.2212 

log 

cot 

31° 

10'= 0.2184. 
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log sen 45° 10' — 1.8507 
log cos 45° 20' — 1.8469 
log cos 45° 3( Y - 7.8457 
log tan 45° 40' = 0.0101 
log cot 45° 50' - 7.9874. 

430- INTER POL AGIO N. Cuando se trata de buscar el logantmo de una 
fun cion trigonometrica que no esta en la tahla, ya que en ella los valores 
estan calculados de UY en. 10'. necesitamos hater un calculo auxiliar, llama 
do interpolacion. Vamos a explicarlo con ejemplos: 

Ejempio 1 . Hallar log sen 10° 25' . 

Ruscamos: log sen 30° 20'. 

fog sen 30° 20' = 1.7033. 

Tomamos de la columna “d ’ 7 la diferenda: 22 (veintidos diezmilesimas). 
que corresponde a 10'. Sabiendo esta diferencia, calculamos la diferenda co- 
irespondiente a 5'. 

JO* -— 22 22 X 5' 22 

5' _* x = ^0^=-2 = "- 

Ententes tniemos: 

log sen 30' 20' = 1.7033 
valor correspondiente a 5' — 11 

log sen 30° 25' = 1.7044 

El valor corresjKmdiente a 5', -/ i: ■■■.:• al fog sen 30'20\ jwrque 

senv . unit fu;;a6n -. r, Tambien lo es la tangcnte. 

Ejempio 2. Hallar log cot 45° 32'. 

log cot 45° 30' = T.9924. 

Tomamos de la columna “de‘\ la diferencia: 25 (veintkinco diezmilesi 
mas) que corresponde a 10'. Sabiendo esta diferencia, calculamos la dtferen- 


40 it 

Ejemplos* 
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cia correspondiente a 2'. 


10'-25 

r-x 


_2'X 25 _ 50 
X ” 10 ' “ 10 “ 


Entonces teneraos: 


tog cot 45° 3 O' — 1.9924 
valor correspondiente a 2* = 5 


hg cot 45 ° 32 * - 1.9919 


El valor correspondiente a 2*, al log cot 45° 30', porque la 

cotangent/? an.: iw:rv-n ' . Tambien lo es el coseno. 


EJEKCICIOS 


Ha liar los siguientes va lores: 


1) 

log tan 5°. 

R.: 

2.9420. 

2) 

log cot 9° 20'. - 

- R.; 

0.7842. 

3) 

log sen 20° 32'. - 

- R.: 

1.5450. 

4) 

log cos 25° 16'. ——-—— 

R.; 

1,9563. 

5) 

hg sen 34° 40' - 

- R.: 

1.7550. 

6) 

hg co s 51°. --- 

—- -- /?-* 

7,7989. 

7) 

log sen 59° 30*. —-- 

- /?.; 

7.9353. 

8) 

log tan 64° 42*. - 

- R 

0.3254. 

9) 

log cot 71° Iff'. 

———-—— R.: 

7.5211. 

i0) 

hg cos 80° 20'. - 

Mj 

L2251. 

in 

log sen 85°. - 

- R.: 

7.9983. 

12) 

hg co7 55° 16'. 

R: 

7.7557 

131 

log tan 68° 12'. - 

- R 

0.3979. 

141 

hg sen 74° Iff'. - 

R.: 

1.9835. 

15) 

hg cos 23° 12'. 

R: 

79634 
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lb) log cot 15° 5'. 

17 ) log cos 75°. 

18) log cot 54° 6'. 

19 J log sen 17° 51'. 

20 log cos 72° 9'. 


H.: 0.6338. 

ft.: T.4130. 
/f.; 1.8597. 
R.: 1.4865. 
R.: 7.4865. 







La geometrio aplicada en la Era del eipacio. Ef 
hombre moderno se ha lanzado a la conquista del 
espacio sideral. Los satelites arfificiales son verda- 
deros cerebros que registrars cuantos datoi inte- 
retan a lot cientificov. Estos vehicuiot espocioles 


hon preparado el camino a) hombre.. El cosmonaut 
ta es el hombre del futuro. Ettas naves owe surcan 
la estratosfera nos ofrecen de nuevo formas de 
Geometrio aplicada: esferas, conoi. cilindros, tridn- 
gulos, etcetera, al servicio de la ciencia moderna. 



Aplicaciones de los logaritmos 


431 . APUCACION DE LOS LOGARITMOS A LA RESOLUCION DE 

TRIANGULOS Y AL CALCULO DE LAS AREAS. La aplicaciou de los 
logaritmos facilita notablemente la resolution de los triangulos a las areas 
de los rnismos, ya que los productos o cocientes se convierten en sumas o 
restas respectivamente. 

432 . APUCACION DE LOS LOGARITMOS PARA LA RESOLUCION 

DE TRIANGULOS RECTANGUIX1S. A las formulas empleadas para resol¬ 
ver los triangulos rectangulos y calcular sus areas, se les a plica logaritmos* 
sin hacerles transformation alguna. 

Se exceptua el calculo de la hipotenusa en el ler. caso, que se suele 
calcular sin eniplear logaritmos. 
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Primer caso. 
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Resolver y calcular el area del triangulo: 


b = 208, 

Fdrmulas: Q = V lr 4" ' ^ i 

jj b 

tan B = - ; 

c 


c — 160t, L A — 

, i' - 90° — IB. 


Area 


b * c 

-~Q— ’ 


90 . 


Cdlcufa de a. 

a = V* +* = V208 3 + 160= = V+3264 + 25600 = V68S64 = 262.04. 


Ca/cu/o de Z if* ^ arL 

log tan B = log b — log c 
log tan B — log 208 — log 160 
log 208 = 2.3181 
log 160 = 2.2041 

log tan B =2.3181—2.2041 =0.1440. 

B — 52° 2ff. 

be 

Cdlcuto del area. A~~^. 


Cdlcuho de ZC, 

i_C — 90° — l B 
— 90° “ 52° 26' 
= 37° 34' 


log A = log b + log c — log 2 
log A = log 208 4- log 160—log 2 
logA = 2.3181 f 2.2041—0.3010 
log A — 4.2212 

. A = 16642 31. 


Segundo caso. Resolver y calcular el area del triangulo: 

a — 690, b ~ 426 > ZA = 90 . 

b 


Formulas c — \/~(a + b) (a — h)i 

/ C — 90° — IB\ 


sen B -■ 


Area = — V (a + 6) (u —"Fj 


Cdlcub de c. c — \/(ab) (a ") * 

log (a 4- b) -f log (« — b) 
log c = —-- 2 

log (u 4" b) = log 1116 = 3.0476 
log (a — b) = log 264 - 2.4S16 
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log C 


3.0476 4 2.4216 
2 


log c — 2.7346; 


5.4692 

2 

r = 542. 


( filculo de li. 


sen B = — . 
a 


log sen B — log b — log a 
log sen B = log 426 — log 690 
log 426 = 2.6294 
log 690 = 2.8388 

log sen B = 2.6294 - 2.8388 — T.7906 

CMcuh de iC. L C = 90° — l B = 90° — 38° 7'. 

zC = 51° 53*. 

( 'rilcuto del area. A — . 

£ 

log A — log b -f log c — log 2 
log A — log 426 + log 542 — log 2 
log 426 = 2.6294 
log 542 = 2.7346 
log 2 = 0.3010 

log A = 2.6294 4 2.7346 — 0.3010 
log A = 5.0630 

.4=1156(K). 

Tercer caso. Resolver y caleular el area del triangulo: 

r- 195* ZB = 40°20', /_A~ 90°. 

Formulas: /_C — 90° — / B ; b — c tan B, 

a — —— ; Area —— cr tan B 

senC 2 

( filculo de C. z c = 90° — £_ B = 90° — 40° 20'. 

zc= 49° 44f. 

b = c tan B. 

log b — log 195 4 log tan 40° 20' 
log 195 = 2.2900 
log tan 40° 20'= 1.9289 


Ctilculo de b. 
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log b ” 2.2900 + 1.9289 - 2.2189 

b ~ 165.5. 

( dlculo de a , a — —-— , 

sen C 

log a — log c — log sen C 

Jog a — log 195 — log sen 49° 40' 

log 195 =: 2.2900 

log sen 49° 40' = 1.8821 
log a — 2.4079 

a = 255.8 

1 

Cal Hitt dtd ‘,rn. A = -c*tan B . 

2 

log A — 2 log c 4- log tan B — log 2 

log A = 2 log 195 + log tan 40° 20* — log 2 

log A - 2(2.2900) + T.9289 —0.3010 

log A = 4.5800 4- 19289 — 0.3010 
log A = 4.2079 

.4 = 16140. 

> u> ( , Resolver y caicular el area del triangulo; 

rt = 80, ZC=d63°45 / , £A = 90 

Formulas; /_ B = 90 — C j c ~ a sen ( . 

h — u sen B ; Area — ~tr sen 2 C 

( ah ufo del fl. l B - 90° — L C = 90° — 63° 15'. 

lB = 26 ! 45'. 

c “ a sen C. 

log c — log a 4~ log sen C 
log c — log 80 4* log sen 63° 15' 
log 80 = 1,9031 

log sen 63° 15" = 1.9508 

log r= 1.9031 + T.9508 
log c = 1.8539 

r — 71.4 


Cafruiv de r. 
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Cdlculo dt' b . b — a sen B, 

log b = log a + log sen B 
log b — log 80 -|- log sen 26° 45' 
log sen 26° 45' = 1.6533 

log 6 = 1.9031 + T.6533 
log b — 1.5564 

b ~ 3601. 

Cdlculo del area . A = 4 a 2 sen 2 C. 

4 

,4 =i80 2 sen 2(63° 15') 

4 

A - - 80 s sen 126° 3(T 
4 

Jog A = 2 log 80 -|- log sen 126° 30' — log 4 

log A = 2(1.9031) -fT.9052 —0.6021 

log A — 3.8062 + 1.9052 — 0.6021 
log A = 3.1093 

A = 1286 . 


EJERCICIOS 

Resolver y calcular el ;irea de los siguierites triingulos rectangulos. cm- 
plpando logaritnios. 

1) b = 22, --—- ft a — 50.08. 

c — 45. /tf = 26°4'. 

IC = 63° 56'. 
Area — 495. 

Re b— 3.55, 

Z C = 2 7° 30', 
c = 1.84. 
Area — 3.2 7. 


3) 6—30. 

Z C - 40° 30' 


Re c - 25.62. 
IB- 49° 30'. 
a - 39.45. 
Area — 384,30. 


2 ) a — 4. 

ib~ 62 ° ur. 
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4) a = 43,5, - R. : c — 34.28, 

£B = 38°. ZC = 52°, 

b = 2678, 
Area — 459.01. 

R,: ZC— 28°. 

c = 127.64. 
a = 271.80, 
Area — 15320. 

R.: b — 100.29, 

Z C = 24° 10\ 
10975, 
Area — 2256. 

b = 110.51, 
a = 12574, 
Area = 3315.30. 

8) Un ingeniero necesita medir la altura de una torre AB. Se situa en 
un punto C. de manera que BC — 60 m y / ACB 58° If Y, Hallar dichn 
altura. r. : 96.64 m. 

<i • Un arbol de 12 m de altura, proyecla una sombra de 20 m sobre 
un terreno horizontal. Hallar el angulo de elevacidn del Sol. /?..■ 30° 50'. 

tO.) Desde ta )>arte superior de un faro de 60 m de altura sobre el 
nivel del mar, se observa un buque con un angulo de depresion de 28° 3(7'. 
cCual es la distancia del buque al faro? R.: 110.50 m. 

1J i Un avion vuela rumbo al este con una velocidad de 300 km/h. 
Se encuenlra ccn un viento que viene del Norte, con una velocidad de 60 
km/h. Hallar la velocidad resultante y el rum bo verdadero del avidn. 

R.: 305.8 km/h. 

S 78° 5<T E. 

12) Para medir la anchura AB de un Ho, un agrimensor escoje un 
punto C tal que BC — 30 m v L BCA = 62° y Z ABO = 90°. Calcular la 
anchura del Ho. R.: 56.42 m. 

1 ? i Un tune! de 300 m de largo tiene una inclinucion de 15°. respecto 
a la horizontal. ^Cual es la diferencia de nivel en am bos extremes? 

B.,* 77.64 m. 


5 ) b — 240, 

l_B — 62°. 


6 ) r = 45, 

Z B = 65° 50'. 


7) c=60, 

LC — 28° 30' 


i 
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14) Se hace un disparo con un cafion que forma con la horizontal un 
angulo de 40°, La velocidad de la bala es de 950 m/s. Ha liar las compo- 
nentes vertical y horizontal. if.; Vert. = 727.70 m/s. 

Horiz. = 610.66 m/s. 

15) En un tramo de carretera se asciende 50 m al recorrer 5 km. ,-Qiie 

angulo forma la carretera con la horizontal? if.; 34', 

16) Desde el ultimo piso de un edificio de 50 m de altura. se observan 

dos autos estacionados en linea recta, en el mismo piano del observador. Los 

angulos de depresion son: 38° y 21°. Hallar la distancia entre ellos. 

if.; 191.7 m. 

17) Una loma tiene una altura de 1200 m. Si desde un punto situado 

en el suelo, se observe la cuspide con un angulo de elevacidn de 23° 40', <ia 

que distancia esta dicho punto? ft.: 273.80 m. 


433* APL1CACION DE LOS LOGARITMOS PARA LA RESOLD CION 
DE TR1ANGULOS ORUCUANGULOS- 

1 . Seno de la mi tad de un angulo en functon de los lados del tridngulo 

Aplicando la ley de cosenos a) angulo A, tenemos: 
a 1 = b- + c* — %bc cos A. 


Despejando cos A, tenemos: 

a 2 — b — c 2 — — 2 be cos A 
-— a 2 + fr 2 + c 2 = 2 be cos A. 


cos A = 


b+c 2 — tf 
2 be 


(0 


Por otra |>arte, sabenxos que: 

A /I - cos A 

* n ir = y—s—• (2) 


Sustituyendo (1) en (2)j tenemos: 


sen 


2 



2bc 

2 


* 


c 



Fig. 33G 


B 


sen - ^2bc ^ i Efectuandoi 

V 2— 

A _ /a 2 — (fr* — 2bc 

Sen 2 ~ V Abe 1 


A ; j u|.,irifl(; 
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+Vi 




sen 


4 =/ 


cd — — c)- 


c 


4 V 1 


a + b — c){a — b -f c) 


4 be 


(3) 


Fiii'loa/dir-lit c! u m ... ; 

Factorizaiulo la diferenciu 
ile Ltiadrado'. 


Llama ndo 2 p al perimetro y restando 2b y 2 c. sucesivamente, tenemos; 

a ~\- b -j- c — 2p 
— 2b = ^2b 


Axtalogamente: 


a — b c = 2p —2b 
a — t + c = 2 (p — b ). 

o -|- b -j~ c 2 p 

~~2c~~2c 


14) 


a b — c — 2p — 2c 

•*. a + b — c — 2{p — c). 
Sustituyendo ( 41 y )■, en , tenemos: 




sen 


4V 2i 


2 (p — c) 2(p — b) 


4 he 


sen — — 


4( />— b) iP^zS l 

~4Sc - 


Simj)!ificiiiici>* y oixicn-u idoj 


sen 2 — 


(p — b)(p — c) 
be 


En forma analoga. se obtiene: 


sen g _ 


—g) [p — c) 

ac 


sen C - /(? —"HP — *) 

sen 2 _ ^ — ah 


( 6 ) 


2. ('oseno de la mi tad dc On dngiilp en ftmeion ae l<>\ l ados del tridngulo. 
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Sustituyendo (1) en (7 j , tenemosr 



(W 


T-/ 


,(b + c) 1 — mf 

-H>c 


* ■ oos 


A _ Ah c 4~ a) (b 

2 v 4bc 


c — a) 


!■',:*> 11 i.ijtilnj 


Agi aiiuiKinj 


Efectuandt ; 

1 Ac tori/.an do ei 1 trinomio; 


(8) Fac tori/and o la diferencia 

de cuadrado?. 


Si a 2p, le restamos 2a, tenemos: 

a + b -f c — 2p 
— 2a = — 2a 


(9) 


— a-f b + c — 2p — 2a 
b + c — a = 2(p —a). 


( 10 ) 


Sustituyendo (9) y (10), en (8), tenemos: 


cos 


cm 


A_ _ / 2p [2(p —a)] ’ 

2 v +bc 

A _ /4p(p —a) 

2 ~ V 4bc * 


A / p(p— *) 
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En forma analoga, $e obtiene: 


COS 


cos 


4 = / 

T=/ 


pCp— *> 

ac 


p^ p —cj 

ab 


3 . Tan-gen tc de la mitad de un Angulo en functOn de hs lades del 
tridngulo. 


A 

A "" T 
,an T~ -AT 

COS ~zr~ 


A A 

Sustituyendo los valores ya calculados de sen y cos -^* T tenemos: 


A 

ton — — 
2 


/ 


(p—b) (p —c) 
be 


/ p(p— 

V be 


— a; 


• - ./ CP— b )(P — «) 

2 ->/ p(p-a) • 


De ia misma manera, [xxlejnos calcular: 




fan 


c = / (p-a)tp b. 

2 \ p(p — c) 


454 . APLICACION DE LOS LOGARITMOS PARA LA LEY DE TAN 
GEN TILS. La ley de senos nos da: 

a b 


cambiando los medios: 


sen A sen B 
a sen A 





















APLICACIONES DE LOS LOGARITMOS 


415 


y aplicando una de las propiedades de las proporciones, tenemos; 

a — b_ sen A — sen B 

a -h b sen A -j- sen B 

Transformando en producto el munerador y denominador de la segimda razon: 

1 1 

a „ b cos ^ (A -j- B) sen ^ (A — JJ) 


a + b 1 1 

sen - (A -f- B) cos ^ (A — B) 

1^ = ™' ‘(A + .B) ton ^ (A B) j 


1 


a — b 


a + b tan i (A + B) 


tan i (A —- B) 


ft — b 


tan i (A — Bj 


'• »+ b “ ten ‘(A + B)‘ 

En la formula anterior es necesario que se cumpla a > b. 

En caso que b > a, bastaria con invertir las diferencias a—b y A — B, 
es decir: 

b— Wg(B-A) 
b+ * r<»!g(B + A) 

Rcsoluctdn de triangulos obticuiuigulcK, Primer caso. Dado 1<>s lad os. 

En la formula tan ~ ^ j multiplicando am bos ter* 

minos del quebrado, por el panentesis del denominador, (p — a), tenemos: 

tan ~ ~ ^Af»^ a) tP — b) (p — c) 


tan 


p(p — a)* 

A __ 1 /(p — a Hp — b) (p — 0 

2 p — a v p 

recordando que r— ^ /(P~ a )(p~ b ) (p—;_ c ) , d OIM j e r es e l radio del 
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circuit) inscrito al triangulo y haciendo la susthueion corresjxjiidiente, tenemos: 

1 


tan ^ — 


2 p — a 


r. 


A r 
tan — -. 

2 p — a 


Analoganiente: 


B 

tan — — 


C 

tan —- — 


2 p — b 2 p — c 

Area. Sabemos que et area de un triangulo en funcion de sus lados 


viene dada [)or la formula A = \/p(p— a )tP — b Hp — c) , que se atribuye 
a Heron, malematico alejandrino. 

Multi plica ndo y dividiendo por “p”, el radicando tendremos; 


A — 


v/ 


VtP — aj (p — b) (p — c) 


_ /(p—»)(p —b) (p —c) 


A — p 


V 


A — pr. 

tjemplo, Resolver el triangulo a = 163.0; b = 197.5; c = 213,7. 

a + b 4 c 163.6 -f 397.5 4- 253.7 814.8 

P = —g— =--- = 407.4. 

p — a = 407.4 — 163.6 = 243,8. 
p — b = 407.4 — 397.5 = 9.9. 
p — c = 407.4 — 253.7 = 153.7. 




(p—a) (p — b)(p —c) 


fo __ l°tt (p — a) + fog (p — b) + log {p — c) — log p 
* 2 ' 

log (p — a) — log 243,8 “ 2.3870. 

log (p — b) = log 9.9 — 0.9956. 

hg (p — c ) = log 153.7 = 2.1867. 

log p — log 407.4 — 2.6100. 

2.3870 + 0.9956 + 2.1867 - 2.6100 2.9593 

log r ——- —-= 1.4796 


2 


2 
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Calculo del .4. tan — 


|»—a 


log tan — — fog r — log ( p — a) 

2 


loo Ian — 

* 2 

. ~~ 70 V . 

2 9 

B 

(.alculo del /?. tan — 

2 


- 1.4796 — 2.3870 = 1.0926 


A = 14° 6' 


p —b 


B 

log tan — = log r — log (p — b) . 

2 

log tan — = 1.4796 — 0.9966 = 0.4840 


— - 71 u 50' ; 

2 


B = 143 - 40' 


Calruln del ( , tan 
. log tan 


■C 

2 

c 


p —c 


= % r — log (p — c) 


tog tan — - 1.4796 — 2.1867 — 1.2929 
2 


= 11°6\ 


C = 22° 12' . 


Area. A — 


P r 


log A — fog p -f- log r 

log A = 2.6100 -j- 1.4796 = 4.0896 

A - 12290. 


Segurtdo caso- Dados dos lados y cl r'mgulo comprendido. 

Calculo de los nngulos. Sea C el Angulo dado. 
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Sa homos. por la ley dp tangcntes que: 

«+b _ fan l (A + B) 

b tan £ (A — B) 

tan g (A — Bl = tan ^ <A + B) . (1) 

Pero, 

/A + IB + LC— 180°. 

ZA+ IB= 180 ° — LC. 

Dividiendo por 2, ambus miembros: 


A + B 180° — C 

2 — 2 

■ i(A + B) = 90» —£. 

*- 2 d 

Entonces: 

tan i (A + B) = tan ^ 90° — ^ ^ = cot y . (2) 

Sustituvendo 121 en (If. tenemos: 


tan i (A — B) 


a — b 
a + b 



Esta formula y la que nos da Z A + Z B, nos j>ermiten cakular el valor 
de A y el valor de B. 

Para calcular el lado, se emplea la ley de senos 
I jrtiu . Resolver el triangulo: 


a = 322. 


b = Jl Li. 


C= 111) . 


a = 322 a = 322 Z A + Z B + l C = 180°. 

b = 212 b = 212 Z/l+Zff - 180° — LC = 180° — 110 ° =- 70° 

a-fb = 534 a — b = 110 





1 r 

log tan - (A — B) = log (a — b) -f- log cot — — log (a -f b) 
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1 110° 
log tan ^ (A — Ji) — log 110 + log rot — - log 534 

log tan ^ (A — B) ~ log 110+ log cot 55° — log 534 

log 110=: 2.0414 
log cot 55° = 1.8452 
log 534 = 2.7275 

log tan A (A — B) = 2.0414 + T.8452 — 27275 
log ten - (A — B) = 1.1591 

i (A—B) =8° 12'j A — B = 16° 24' . 


Comparando con este valor y el de Z A + /_ ti — 7U°, tenemos: 


A — B = 16° 24' 
A + B = 70° 

2A - 86° 24' 

A -f B = 69° 60* 

— A + .B — — 16° 24' 

2B = 53° 36' 

Comprobacidn: 


86° 24' 


IA = 


lA = 43 ° 12 ' . 


Zfi = 


53° 36' 


IB= 26 ° 48 ' . 


I A— 43° 12' 
IB= 26° 48' 
LC— 110° 


LA + Z^ + LC- 179° 60' = 180° 

Calculo del ladn c. Para calcular el lado c. se emplea la ley de los senos. 

a _ c 
sen A sen C! 


, a sen C 

• * C ■- jT ■ m 

sen A 

log c = log a +- log sen C -— log sen A 

— log 322 + log sen 110° — fog sen 43° 12' 
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log 322 = 2.5079 
log sen 110°= 1.9730 
log sen 43° 12'= 1.8354 
log c = 2,5079 +1.9730 — 1,8354 = 2.6455 
c = antilog 2.6455 = 442. 

Area. A = | ab sen C . 

log A = log a -j- log b log sen C — tog 2 

= log 422 4 tog 212 4- tog sen 110° — log 2 
log 322 - 2.5079 
log 212 = 2.3263 
/og 110° = 1.97 30 

tog 2- 0.3010 

tog A = 2.5079 4* 2.3263 + 1.9730 — 0.3010 = 4,5062 

A = 32100 aprox. 

Tercer caso. Dados un lado y d® angulos. 

Con la formula IA+ LB + LC - 180°, se calcula el otro angulo. 

Los Iados se calculan por medio de la ley de senos; 

a b __ c 

sen A — sen B sen C 

bjrmplo. Resolver el triangulo: 

/A — 75° 20' . LB- 4Q c 48' , c = 30. 


Calculo de) Z C* 

ZA + IB+ LC-\m° LC — 180°— (ZA 4- LB) . 

ZC = 180° — (75° 20' 4 40° 48') = 180° — 115° 68' 

LC — 63° 52 / . 

Calculu del I ado a 

a c . c sen A 

- _ ■■ - Z ■* * at - ■“ . » 

sen A sen C sen C 
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log a = log c + log sen A —- log sen C 

- log 30 + log sen 75° 20' — log sen 63° 52' 
log 30 = 1.4771 
log sen 75° 20" =s 1.9856 
log sen 63° 52" = 1.9531 
log a — 1.4771 -f 1.9856 — 1.9531 = 1.5096 
A a = 32,33. 


Calculo del lado b. 

b _ c , _ C sen B 

sen B _ sen C * * — sen C 

log b = log c 4 log sen B — log sen C 

= log 30 + log sen 40° 48' — log sen 6A° 52' 

log 30= 1.4771 

log sen 40° 48'= 1.8152 

log sen 63° 52" = 1.9531 

log b= 1.4771 4- r.8152 —T.9531 = 1.3392 

b = 21.84. 


Area . 


A = 


e 2 sen A sen B 
2 (A + B)* 


log A = 2 log c -j- log sen A sert ® 2 + log sen (A + B) ] 

= 2 log 30 + log sen 75°20' 4* log sen 40°48' — {hg 2 + log sen U6°#\ 

log 30 = 1.4771 

log sen 75° 20' = 1.9856 


log sen 40° 48' = 1.8152 
log 2 = 0.3010 

log sen 116° 8' =r 1.9531 


log A —2 (1.4771) 4- 1.9856 + 1.8152 — (0.3010 4- 1.9531) 


= 2.9542 4- 1.8008 — 0.2541 
= 2.5009 


A — 316 9 
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EJERCieiOS 


Kesolver los siguientes triangulos, empleando logaritmos. 

1) a = 41, fl..* LA = 101° 10' 


IB = 27° 50', 
LC — 51°. 

fl.: c = 7.8, 

IA = 73° 10\ 
Zfi = 60° 58'. 


b = 19.50, 
c — 32.48. 

2) a — 10.4, 
b - 9.5, 

IC = 45° 52'. 

3) a — 45, 

Z4 - 74° 54', 
LB = 43° 21'. 

4) a = 37.40, 
b = 38.25, 
c — 25. 

5) b=18, 
c = 31, 

Z A = 53° 45'. 

6) b - 38.25, 

l B — 72° 33', 
ZC= 38° 34'. 

7) a =5.3. 

b = 10.9, 

c — 13: 

* 

8) a = 15.2, 
b = 40. 

c = 30. 

9) a = 731, 
b = 652, 

ZC=:70 o 25'. 

10) a = 42, 
b = 50. 

c = 53.24. 

11) a = 25. 


B,; b = 32, 

c = 41.06, 
ZC = 61° 45'. 

R.: LA = 68° 52', 
LB-72° 34', 
LC — 38° 34'. 

a = 25, 

LB = 35° 30', 
LC = 90° 45'. 

R.: a = 37.40, 

LA —68° 53', 
c = 25. 

R.: LA— 23° 40', 
LB — 55° 33'. 
LC- 100° 47'. 

R.: LA = 19°, 

LB — 120° 59'. 
zc = 40° r. 

R.t c = 800. 

la — 59° 25', 
LB - 50° 10'. 

R.: LA— 47° 50'. 
lB = 62° 2'. 

Z C = 70° 8'. 



APLICACIONE5 DE LOS LOGARITMOS 
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b = 31.5, 
c = 29.3. 

12) a =15.19, 

l B = 120° 59*. 
lC = 40° v. 

13) a =17, 
b = 20, 
c = 14. 


LB - 70° 32\ 
LC — 61° 3'. 

/?• b = 40, 
c = 30, 

LA — 19°. 

II: LAi= 56° 45'. 
LB =79° 43 J , 
ZC = 43° 32'. 


Resolver los siguientes triangulos y calcular su area, aplicando logaritmos, 

ft.: LA — 50° 8', 
LB-7 5°32\ 
LC = 54° 20', 
Area = 11470000. 

Hj a = 3038, 

Z B — 59° 46', 
ZC= 82° 18\ 
Area = 6432000. 


14) a = 4732, 

b - 5970, 
c - 5009 

15- b — 4270, 

c — 4900, 

LA — 37° 56'. 

16) c = 2700, 
LA- 34° 47\ 
LB — 37° 43". 

17) a =12.21, 
c - 18.75, 

LB— 106° 52'. 

18) a = 76.34, 
b= 107.58. 
c =115.44. 

19) a = 4732, 

Zfl-75° 32'. 
ZC = 54° 20'. 

20) LA- 45° 46', 
ZC = 25° 50\ 

b= 1158,7. 


/?.; b = 1732. 
a = 1615, 

ZC = 107° 30', 
Area = 1334000. 

il: b = 25.17, 

LA — 27° 40', 
LC- 45° 28', 
Area = 109.5. 

ft.: LA — 39° 50', 
LB- 64° 32', 
“ZC= 75° 38', 
Area = 3978, 

R.: b - 5970, 

c = 5009, 

LA — 50° 8\ 
Area = 11470000. 

R.: a = 875, 

c = 532, 

LB— 108° 24', 
Area = 220900. 



Tablas macematicas 


GEOMETRIA DE BALDOR 




LOG A RITMO S 



TABLAS DE LOGAR1TMOS I. T-5 



N 

0 

1 

2 

3 

4 

6 

6 

7 

8 

9 


10 

ooo© 

0043 

0086 

0128 

0170 

0212 

0253 

0294 

0314 

0374 


it 

0414 

0453 

O492 

0531 

0569 

0607 

0645 

0682 

0719 

0755 


12 

0792 

0828 

0864 

0899 

0934 

0969 

10114 

1038 

1072 

1106 


n 

1139 

U 73 

1206 

1*39 

I2/I 

1303 

*115 

*367 

*399 

1430 


1 4 

14161 

1492 

1523 

* 553 

1584 

1614 

'644 

,6 71 

1703 _ 

1732 


15 

1761 

1790 

1818 

1847 

»«75 

1903 

1931 

f ‘)59 

1987 

2014 


16 

2041 

2068 

2095 

2122 

2148 

2 >75 

2201 

2227 

2*53 

2279 


17 

2304 

*830 

2355 

2380 

2405 

2430 

*455 

2480 

2504 

2529 


18 

2553 

*577 

2601 

2625 

2648 

2672 

2695 

27I8 

2742 

2765 


19 

2788 

2R10 

28.1,1 

2856 

287H 

2900 

2923 

2945 

2967 

2989 

[ 

30 

JO IO 

303J 

3054 

3075 

3096 

1**8 

3*39 

3(60 

3181 

3201 


21 

J222 

3*43 

3263 

3284 

3304 

33*4 

3345 

3365 

3385 

34°4 


22 

3424 

144 J 

j TfT 

3464 

3483 

3502 

35*2 

354 * 

3560 

3579 

3598 


23 

3 *i" 

3636 

3655 

3674 

3692 

37*1 

1729 

3747 

3766 

3784 


24 

3*<>2 

3820 

3838 

3856 

3»74 

3802 

3909 

3927 

3945 

3962 

1 

25 

3979 

3 OT 7 

4014 

40,11 

4048 

4065 

4082 

4 <*)Q 

4116 

4*13 


2ft 

4150 

4166 

4183 

4200 

4216 

4 * 3 * 

4349 

4*65 

42SI 

4298 


27 

43 *4 

4330 

4346 

4362 

4378 

4393 

4409 

44*5 

4440 

4456 


28 

4472 

4487 

4502 

4518 

4533 

4548 

4564 

4579 

4594 

4609 


2 *} 

4624 

4 6 39 

4654 

4669 

4683 

4698 

47*3 

47*8 

4742 

4757 

! 

30 

477 ' 

4786 

4800 

4*14 

4829 

4843 

4857 

4871 

4886 

4900 


31 

49«4 

4928 

494* 

4955 

4969 

4983 

4997 

5011 

5024 

5038 


32 

SOS* 

5065 

5079 

509* 

5105 

5*19 

5*32 

5*45 

5*59 

5*72 


33 

5185 

5198 

5 *n 

5224 

5237 

5250 

5263 

5276 

5289 

5302 


34 

5315 

53*8 

5340 

5353 

5366 

5378 

539 * 

5403 

54*6 

5428 

b 

35 

5441 

5453 

5465 

5478 

5490 

5502 

55*4 

5527 

5539 

555 * 


36 

5563 

5575 

5587 

5599 

5611 

5623 

56.15 

5647 

5658 

5670 


37 

5682 

5994 

57 °S 

57*7 

5729 

5740 

5752 

5703 

5775 

5786 


38 

5798 

5809 

5821 

5832 

5843 

5855 

5866 

5877 

5888 

5899 


39 

5 ‘>Ti 

59*2 

5911 

5944 

5955 

5966 

5977 

5988 

5‘»99 

6010 

r 

40 

6021 

60 JI 

(*>42 

0053 

6064 

6075 

6085 

f<w6 

6107 

6n 7 


41 

6128 

6(38 

6149 

6169 

6170 

6180 

6191 

6201 

6212 

6222 


42 

6232 

6243 

625,1 

6263 

6274 

6284 

6294 

6304 

6314 

6325 


43 

6.135 

6345 

6355 

6365 

6375 

6385 

6395 

6403 

64*5 

6425 


44 

6435 

6444 

6454 

6464 

6474 

6484 

6493 

6503 

6513 

6522 

i 

46 

653 2 

654 * 

6551 

6561 

657* 

65 So 

6590 

6599 

6609 

6618 


46 

6628 

6637 

6646 

6656 

6665 

6675 

6684 

6693 

6702 

6712 


47 

6721 

6730 

6739 

6749 

6758 

6767 

6776 

6785 

6794 

6803 


48 

6812 

6821 

6830 

6839 

6848 

6857 

6866 

6875 

6884 

6893 

49 

6902 

6911 

6920 

6928 

6937 

6946 

6955 

6964 

(>072 

6981 

[ 

50 

6990 

6998 

7007 

7016 

7024 

70,11 

7042 

"050 

7059 

7067 


5 T 

7976 

7084 

7093 

7101 

7IIO 

7118 

7126 

7*15 

7*43 

7 * 5 * 


52 

7160 

7168 

7177 

7I«5 

7193 

7202 

7210 

7218 

7226 

7*35 


S3 

7243 

7*51 

7*59 

7267 

"275 

7384 

7292 

7300 

7308 

73*6 


54 

73*4 

733 * 

7340 

7348 

7356 

7364 

7372 

7380 

7388 

7396 
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TABLAS DE LOGARITMOS 

11 



N 

0 

1 

3 

3 

4 

6 

6 

7 

0 


66 

74°4 

7413 

7419 

7427 

7435 

7443 

7451 

7459 

7466 

7474 

56 

57 

748J 

7559 

7490 

7566 

7497 

7574 

75°5 

7582 

7513 

7589 

7520 

7597 

75*8 

7604 

7536 

7612 

7543 

7619 

7551 

7627 

58 

59 

76.34 

7709 

7642 

7716 

7649 

77*3 

7657 

7731 

7664 

7738 

7672 

7745 

7679 

7752 

7686 

776 o 

7694 

7767 

7701 

7774 

60 

' — 7J 

7782 

7789 

7796 

7803 

7810 

7818 

7825 

7832 

7839 

7846 

61 

62 

7«53 

79*4 

7860 

7931 

7868 

7938 

7875 

7945 

7882 

795 * 

7889 

7959 

7896 

7966 

79°3 

7973 

7910 

7980 

7917 

7987 

63 

64 

7993 

8062 

8000 

8069 

8007 

8075 

8014 

S062 

8021 

8089 

8028 

8096 

8035 

8102 

8041 

8109 

8048 
si 16 

8°55 

8122 

" —XiT 

8139 

8136 

8142 

8149 

Hi 36 

8162 

8169 

8176 

8102 

8189 

66 

67 

8195 

8261 

8202 

8267 

8209 

8274 

8215 

8280 

8222 

8287 

8228 

8293 

8235 

8299 

8241 

S306 

8248 

8312 

8254 

8319 

68 

69 

83*5 

8388 

8 . 33 ‘ 

8395 

8338 

8401 

8344 

8407 

8351 

8414 

8357 

8420 

8363 

8426 

8370 

8432 

8376 

8439 

8382 

8445 


8 . 15 1 

8457 

8463 

8470 

8476 

j 

8482 

1 | 

8388 

8494 

&500 

S 50 G 

71 

72 

« 5 J 3 

8573 

8519 

8579 

«525 

8585 

8531 

8591 

8537 

8597 

8543 

8603 

»549 

8609 

8555 

8615 

8561 

862( 

8567 

8627 

73 

74 

86.33 

8691 

8639 

869A 

8645 

8704 

8651 

8710 

8657 

8716 

8663 

8722 

8669 

8727 

8675 

8733 

8681 

8739 

8686 

8745 

i 76 

* jT 

8751 

8756 

8762 

8768 

»774 

8779 

8?H 5 

8791 

8/97 

8802 

/6 

77 

N8o8 

8865 

8814 

8871 

8820 

8876 

8825 

8882 

8831 

8887 

8837 

8893 

8842 

8899 

8848 

» 9«4 

8854 

8910 

8859 

8915 

78 

79 

8921 

8976 

8927 

8982 

8932 

8987 

8938 

8993 

8943 

8998 

8949 

9004 

8954 

9009 

8960 

9 °i 5 

8965 

QO20 

8971 

9025 

[ 80 

9031 

9036 

9042 

v °47 

9053 

9058 

9063 

i*>69 

9°74 

9°79 

81 ' 
82 

908.1 

9138 

909° 

9143 

9096 

9149 

9101 

9 J 54 

9106 

9159 

9112 
9165 

9117 ’ 

9170 

9122 

9175 

9128 

9180 

9133 

9186 

83 

84 

9191 

9*43 

9196 

9248 

9201 

9253 

9206 

9258 

9212 

9263 

_ 

9217 

9269 

9222 

9*74 

9227 

9232 

9284 

9238 

9289 

B6 ) 

• “ nv I 

9*94 

9399 

93°4 

93°9 

9315 

9320 " 

9325 


9335 

934 ° 

86 

87 

9345 

9395 

9350 

94 °° 

9355 

94°5 

93*0 

9410 

9305 

9415 

9370 

9420 

9375 

9425 

9380 

943° 

9385 

9435 

939 ° 

944 ° 

88 

89 

1 1 __ _ 

9445 

9494 

945 ° 

9499 

9455 

95°4 

9460 

9509 

94^5 

9513 

9469 

9518 

9474 

9523 

9479 

9528 

9484 

9533 

9489 

9538 

□ " 

9 M 2 

9547 

9552 

9557 

9562 

9566 

957 > 

9576 

9581 

9586 

91 

92 

9590 

9638 

9595 

9643 

9600 

9647 

9605 

9652 

9609 

9657 

96 1 4 
9661 

9619 

9666 

9624 

9671 

9628 

9675 

9*33 

9680 

93 

94 

9685 

9731 

9689 

9736 

9694 

9741 

9699 

9745 

97°3 

975 ° 

9708 

9754 

9713 

9759 

9717 

9763 

9722 

9768 

9727 

9773 

1 9 fP 

96 

97 

9777 

9782 

9786 

9791 

9795 

9800 

9805 

9B09 

QBI 4 

9818 

9823 

9868 

9827 

9872 

0832 

9877 

9836 

988] 

9841 

9886 

9845 

9890 

9850 

9894 

9854 

9899 

9859 

99 °e 

9863 

9908 

98 

99 

9912 

9956 

9917 

9961 

9921 

9965 

9926 

9969 

993 ° 

9974 

9934 

9978 

9939 

9983 

9943 

9987 

994,8 

9991 

995 * 

9996 

































































































FUNCIONES 

TRIGONOMETRICAS 

NATURALES 



T-8 TABLAS DE J'UNCIONES TRIGONOMETRICAS N AT U RALES ! 



Oradai 

1_ ^ Ck Tan Cat See C« 


0° 0' 

•OOOO .OOOC 1,000 1.0000 

90 c 0' 

n 


Iff 

20' 

30' 

40' 

50' 

° 2 9 345-35 02i> 343.8 ooo «oo 

05 s 17*-9 058 171.9 000 000 

.0087 114.6 .0087 114.6 1.000 1.0000 

116 85.95 116 85.94 000 °-9999 

145 68.76 jj £ 68.?5- OOO 099 

50' 

40' 

30' 

20' 

10' 



1° 0' 

•0175. 57.30 i0i? 5 c-29 I-000 .9998 

89 0' 


c 

10' 

20' 

30' 

40' 

50' 

204 49.11 204 49.10 000 998 

233 42.98 233 42.96 000 997 

.0262 38.20 .0262 38.19 1.000 .9997 

-9i 34-38 291 34.37 000 996 

330 3J-36 jjo 31.24 OOI 995 

5ff 

40' 

3ff 

20' 

Iff 


2 °~ W ~ 

.0349 28.65 ,034‘l 28.64 I.OOl -9994 

ar 0' 


10' 

20' 

30' 

40' 

50' 

378 26.45 57(4 26.43 OOI 993 

407 24-56 407 24.54 001 992 

.0436 22.93 .0457 22.90 1.001 .9990 

465 21-49 466 21.47 001 989 

494 20.23 405 20.21 ooi 988 

5ff 

*10' 

30' 

20' 

10' 


c 

8 : 0' 

.0523 **■■* .952-1 19.08 I-OOI .9986 

0t 0' 

n 


10' 

20' 

30' 

40' 

50' 

552 18.10 553 18.07 002 985 

581 17*20 582 17.17 002 983 

.0610 16.38 .0612 J6.55 1.002 .9981 

640 15.64 641 15,60 002 980 

<■69 14.06 *,70 I4.92 002 978 

50* 

40' 

30' 

20 

Iff 



V 0 f 

I4J4 *o(X)Q 14.^0 1.002 , 9 Q 7 b 

88 0' 



nr 

20' 

10' 

•in' 

50* 

727 13*76 7211 13.73 °°3 974 

756 13.23 758 13.20 003 971 

.07S5 12.75 .0787 12.71 1.003 *9969 

814 12.29 816 (2.25 00J 967 

H43 II. 87 K46 11.83 004 964 

5(1' 

40' 

30' 

20' 

10' 


L 

5° O' 

.0872 11-47 .0875 M.43 1.004 *9962 

85‘ 0' 



10* 

JO* 

MY 

40' 

50' 

‘I" 1 II io 904 II.06 004 959 

929 IO.76 934 10,71 004 957 

.0958 to,43 .0963 10.39 1.005 *9954 

.0987 10.13 .0992 10.08 005 951 

,1016 9.839 .1022 9.788 005 948 

50' 

40' 

30' 

20' 

10' 


L 

6“ 0' 

*1045 9.567 .1051 0.514 1.006 .9945 

ai fl 0' 


10' 

20' 

30' 

40' 

50' 

°"4 9.309 080 9.255 006 942 

103 9-t>65 no 9.010 006 939 

.1132 8.834 .1139 8.777 I.006 .9936 

161 8.614 169 8.556 007 932 

190 8.405 iq8 8.34«; 007 929 

50' 

40' 

30' 

20' 

10' 



’P'CT 

.1210 8.206 ,1228 8.144 1*008 .9925 

83’ 0' 



10' 

20' 

30' 

40' 

50' 

248 8.016 257 7.953 008 922 

276 7.834 287 7.770 008 918 

.1305 7.661 .1317 7-596 1009 .9914 

334 7*496 346 7.429 009 911 

3 r >3 7-337 .376 7.260 009 907 

50' 

40' 

30' 

20' 

10' 



( F ~ 6 ~ 

.1392 7.185 .I40fl 7 -!>5 l*OtO .9903 

82 J 0' 


10' 

20' 

30' 

40' 

50' 

421 7.040 435 6,968 010 699 

449 6,900 465 6.827 011 894 

*1478 6.765 .1495 6,691 I.OII .9890 

507 6.636 524 6.561 012 886 

5.36 6.512 S54 6.435 012 88] 

50* 

40' 

30' 

20' 

10' 



TH' 

■1.564 6.392 .1584 6.314 I.oi 2 .9877 

ai 5- ^ 


C« Sac Cat T*» Cm Sen 

Grodw 

































































































TAB LAS DE FUNG ION ES TRIGONOMETRIGAS NA It RALES II T-9 




























































































T-10 TAB LAS DE FUNCIONES TRIGONOMETRICAS NATURALES III 



Grad0i 

Sm 

Ck 

Tan 

Cat 

$#c 

Cat 



18" 0 

.3090 

3-236 

.32*9 

3.078 

I.O51 

.9511 


n 


10' 

118 

207 

281 

047 

052 

502 

50 r " 



20' 

145 

179 

3M 

3.018 

053. 

492 

40' 



30' 

.3173 

3.152 

.3346 

2-989 

1.054 

-9483 

30' 



40 r 

201 

124 

378 

960 

056 

474 

20' 



50' 

2’8 

098 

411 

932 

057 

465 

10* 



19“ 0 

3256 

3.072 

■3443 

2.904 

1.658" 

-9455 

7T d' 

! 


10' 

283 

046 

476 

877 

059 

44b 

50' 



20' 

311 

3.021 

508 

850 

060 

436 

40' 



30' 

*333* 

2.996 

•3541 

2.824 

t.o6t 

.9426 

30' 



40' 

365 

971 

574 

798 

062 

417 

20' 



50' 

.193 

947 

607 

773 

063 

407 

10' 


c 

30“ 0' 

,3420 

2.924 

.3640 

2.747 

1.064 

■9397 

VP AT 



10' 

44« 

901 

673 

723 

O65 

3*7 

50' 



20' 

475 

87B 

706 

699 

066 

377 

40' 



30' 

■3502 

2.855 

•3739 

2.675 

1.068 

•9367 

30' 



40' 

529 

833 

772 

651 

069 

356 

20' 



50' 

557 

812 

80s 

628 

070 

346 

10' 


1— 

21" on 

158* 

2.790 

.38.39 

2.605 

1.07 I 

.9336 

69 r on 



10' 

011 

769 

872 

583 

072 

325 

50' 



20' 

638 

749 

906 

560 

074 

315 

40' 



30' 

.3665 

2,729 

■3939 

2.539 

1075 

.9304 

30' 



40' 

69 2 

709 

■3973 

517 

076 

293 

20' 



50' 

710 

689 

4006 

496 

077 

283 

10' 



32“ 0' 

.3/46 

2-66g 

.4040 

2.475 

1.079 

.9272 

68" 0 



10' 

773 

650 

074 

455 

080 

261 

50' 



20' 

800 

632 

io8 

434 

081 

250 

40' 



30' 

-3**7 

2.613 

.4142 

2.414 

I.0S2 

9239 

30' 



40' 

*54 

595 

176 

394 

084 

228 

20' 



50' 

881 

577 

210 

375 

o»5 

216 

10' 


d 

a ' on 

.3907 

2-559 

•4^45 

2.356 

j,o86 
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■9555 

*9549 

-9543 

9-9537 

■9530 

■95*4 

■95i8 

95i* 

-9505 


9-9499 
t San 


-4 

*5 

-4 

*5 

*4 

-5 

’4 

*5 


■S 

■5 

-5 

-4 

*5 

♦5 

5 

-$ 

rS 

■5 

*5 

-S 

*5 

<5 

A 

■1 

,6 

■S 

,6 

*S 

5 

.6 

*S 

.6 

.6 

.6 

,6 

.6 

6 

*7 

.6 

,6 

.6 

*7 

+6 


9.SII8 

,5203 

-5245 

■5^7 

9-537° 
-5411 
-545 T 

-549* 
-553* 
*55 7 * 

,565° 

.56S9 

-57=7 

*5766 

,5»°4 


95 H * 

-5879 

■5917 

■5954 

■599* 

.6028 

9.6064 

.6100 

.6136 

*6172 

.6208 

.6243 

9*6279 

.6314 

.6348 

•6383 

.6417 

.645 2 

9.6480 

.6520 

-6553 

.6587 

.6620 

•6634 

9.6687 

.6720 

■6752 

.6785 

.6817 

.6850 

9.6882 

■6914 

.6946 

.6977 

.7009 

*7040 

9-7O7J 

l CM 


4 1 
4-2 
4*3 
4-3 
4-3 
4-1 

4.1 
40 
4*o 
4.0 
40 
4.0 
J-9 
3*9 
3-8 
30 

3.4 

3-7 

3-7 

3-7 

3-7 

1 *A 

3.6 

3-0 

3-6 

3.* 

3-5 

3-* 

IS 

3-4 

3-3 

3-4 

3-5 

3-4 

3*4 

3.3 

3-4 

3-3 

3-4 

14 

3*3 

3*3 

3*3 

3-3 

3-3 

3-3 

3.3 

3.1 
3-3 
3 .t 
3-3 

dc 


10.4882 

72 3 O' 

•4«39 

50' 

-4797 

40 ' 

■4755 

30' 

■ 471 J 

20' 

■467» 

10* 

10.4630 

71 4, 0' 

-4589 

50' 

-4549 

40' 

■4509 

30 ' 

-4469 

20' 

41*) 

10' 

*0.4389 

| 70° 0' 

-4J5° 

50' 

-43>I 

40' 

-427J 

30' 

*42.14 

20' 

.4196 

10' 

I1X4T5H 

69 O’ 

.4121 

50' 

.4083 

40' 

.4046 

30 ' 

.41HK) 

20- 

-.1972 

10' 

IO.J9J6 

68 O’ 

•jooo 

50 ' 

.3864 

40' 

-3828 

30 ' 

-.1792 

20' 

-.1757 

to' 

*0.3721 

1 67° 0' 

.3686 

50 ' 

■J652 

40' 

■3617 

30' 

-3583 

20' 

3.548 

10' 

*0 35*4 

66” 0' 

.3480 

50' 

■3447 

40' 

3413 

30' 

3380 

20' 

1 *3.346 

10' 

10.3313 

66" 0' 

-3280 

50' 

.3248 

40' 

‘ 32*5 

30' 

3*83 

20' 

•3*50 

10' 

10.3118 

64" 0 

.3086 

50 ' 

■3054 

. 40 ' 

■3023 

30' 

.2991 

20' 

.2960 

10' 

10.2928 

[ 63° 0' 


I Ton 


Angtito 










































TABLAS DF. LOGAR1TMOS DE LAS FUNCIONES TRIGONOMETRICAS IV T-17 
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T -18 TABLAS D£ LOGAR 1 TMOS de las funciones trigonometric as V 


41 ' 


40 ° O' 
10 ' 
2 O' 

30 ' 

40 ' 

50 ' 

c 
10* 
20 ' 

30 ' 

40 * 

50 ' 

41 ° O' 
10 ' 
20 ' 

30 ' 

40 ' 

50 ' 

«° 0' 
10 ' 
20 ' 

30 ' 

40 ' 

50 ' 

44 ° 0 ' 
10 ' 
20 ' 

30 ' 

40 ' 

50 ' 

46 ° O' 


Anfvk 

1 Sm 

4 

L C«* 

16 ° O' 
10' 
20' 

30 * 

40 ' 

50 ' 

9.7692 

.7710 

.7727 

■7744 

.7761 

.7778 

i-B 

1-7 

l*f 

1-7 

1-7 

t*6 

1*7 

1,6 

1-7 

1.6 

1.6 

i -7 

1.6 

1.5 

1.6 
t-6 

1.6 

9.9080 

.9070 

.9061 

.9052 

.9042 

■9033 

67 ° 0' 
10' 
20* 

30 ' 

40 ' 

50 ' 

9-7795 

.7811 

.7828 

-7844 

.7861 

-7877 

99023 

.9014 

.9004 

.8995 

-8985 

.8975 

38 ° 0' 
10' 
20' 

30 ' 

40 ' 

50 ' 

9-7893 

- 79*0 

.7926 

- 794 * 

-7957 

-7973 

9-8965 

■8955 

■8945 

■8935 

-8925 

.8915 

39 ° O' 

9 - 79 B 9 


10' 

.8004 

1.5 

1.6 

1*5 

I 9^5 

20' 

30 ' 

.8020 

-8035 

.8874 

40 ' 

.8050 

l »5 

1.6 

.8864 

50 ' 

.8066 

.8853 


9.8081 

,8096 

.8111 

.8135 

.8140 

■8155 

g.ttibq 

.8184 

.8198 

.8213 

.8227 

.8241 

9-8255 

.8269 

.8283 

.8297 

.8311 

•8324 

9 -» 33 » 

•8351 

.8365 

.8378 

■ 839 ( 

•8405 

9.8418 

.8431 

■8444 

.8457 

.8469 

.8482 

9-8495 


1.5 
i-s 

is 

1*4 

1*1 

J-5 

M 

1.5 

1*4 

1-5 

*4 

1-4 

1-4 

M 

1*4 

i-4 

1-4 

1-3 

1*4 

14 

1*4 

14 

1-3 

1-4 

1-3 

14 

14 

1*3 

IJ 

14 


9*8843 

,8832 

.8821 

.8810 

.8800 

.8789 

9-8778 

.8767 

-8756 

*8745 

.8733 

.8722 

9.8711 

.8699 

.8688 

.8676 

.8665 

■8653 

9.8641 

.8629 

.8618 

.8606 

-8594 

.8582 

6.8569 

■8557 

-8545 

.8532 

.8520 

-8507 

9.8495 


1*0 

-9 

1.0 

•9 

tJO 

1.0 

*9 

n,o 

1,0 

t*0 

1.0 

1*0 

t,0 
I JO 
1.0 
1.0 
1.0 
I.f 
1,0 
1.0 
u 
1*0 
1*1 
1,1 
1*1 
1,0 
1,1 
1.1 
1*1 
1*1 
1*1 
1*1 
1*1 
1*1 
1*1 
1*1 
14 

1*1 

14 

14 

14 

1*1 

t*J 

14 

14 

14 

i*a 

1*3 

*4 

U 

14 

1*3 


i Too 
9*8613 

*8639 

*8666 

.8692 

*8718 

-8745 

9-8771 

.8797 

.8824 

.8850 

.8876 

.S902 

9,8928 

-8954 

.8980 

.9006 

.9032 

.9058 

9.9084 

.9110 

•9135 

.9161 

.9187 

.9212 

9-9^38 

.9264 

.9289 

9315 

.9341 

.9366 

99392 
■9417 
-9443 

.9468 

•9494 

-QSIQ 

9-9544 

-9570 

-9595 

.9621 

.9646 

.9671 

9.9097 

.9722 

-9747 

9772 

.9798 

.9823 

9.9848 

-9874 

-9899 

■9924 

■9949 

9-9975 

10.0000 


2,6 

2*7 

3*6 

2*6 

24 

3*6 

2*6 

34 

2.6 

3.6 

3.6 
3*6 

2.6 
2,6 
3.6 

3.6 

2.6 
2.6 
3.6 

2.5 

3.6 
3.6 

3.5 
3*6 

3.6 
3*5 

3.6 

2.6 
1*5 
2.6 
*4 

3.6 

2.5 

3.6 

2.5 
3*5 

2.6 

3.5 
2*6 
34 

34 

3*6 

34 

2*5 

3.5 

3.6 
2*5 

*4 

3.6 
34 
3-5 

34 

2.6 
3*5 


i Cot 

10*1387 

*1361 

1334 

,1308 

,1282 

*1355 

10.1229 

,1203 

*1176 

.1150 

*1124 

,1098 


10.1072 

*1046 

,1030 

-0994 

.0968 

,0043 


10.0916 

,0890 

,0865 

.0839 
.0813 
.0788 
10.07 62 

.0738 

.0711 

.0685 

.0659 

.06.34 

10.0608 

.0583 

0557 

.0506 

.0481 

10.0456 

.0430 

.0405 

.0379 

-0354 

.0329 

10.0303 

.0278 

.0253 

.0228 

.0202 

. 017 ? 

10.0152 

,0126 

.0101 

.0076 

.0051 

002s 

10.0000 


64 ° O' 
50 ' 
40 ' 

3V 
2 O' 

w 
0' 
50 ' 
40 ' 

30 ' 
20 ' 


63 


10 ' 


62 ° 0 
50 ' 
40 

30 ' 

20 ' 

10 

61 0' 
50 ' 
40 ' 

30 ' 

20 1 

10 ' 

60 0' 
50 ' 
40 ' 

30 ' 

20 ' 

10 * 

49 ° 0 ' 
50 ' 
40 ' 

30 ' 

20 ' 

10 ' 

48 ° 0 ' 
50 ' 
40 ' 

30 ' 
20 ' 
10 * 
47 * 0 ' 
50 ' 
40 ' 

30 ' 

20 ' 

w 

46 * O' 
50 * 
40 ' 

30 ' 
20 ' 
10* 
46 ® O' 




L Cm 


1 f«n 


i Cat 


dc 


L Tan 
































COM PLEMENTOS 



T-20 TABLA DE EXPONENCIAJ ES, RA1CES Y RECIPROCAS 


It 

rt* 

IP 



1/ft 

n 

IT* 

n* 


</n 

i/n 


i 

1 

I 

1.000 

1.060 

1,0000 

51 

2,601 

132,651 

7.141 

3.708 

.0196 


2 

4 

8 

1.414 

[.260 

.5000 

52 

2.704 

140,608 

7-2II 

3733 

-0192 


3 

9 

27 

1.732 

*.442 

.3333 

53 

2,809 

148,877 

7.280 

3.756 

.0189 


4 

l6 

64 

2,000 

1*587 

,2500 

54 

2,916 

*57,464 

7*348 

3.780 

.0185 


5 

25 

125 

2.236 

1.710 

*2000 

55 

3,025 

166,375 

7.416 

3.803 

.0182 


6 

36 

216 

2.449 

I.817 

.1667 

56 

3.136 

175,616 

7.483 

3.826 

.0179 


7 

49 

343 

2.646 

1*9*3 

.1429 

57 

3449 

185,193 

7.550 

3.849 

■0*75 


S 

64 

512 

2.828 

2.000 

.1250 

58 

3,364 

195.112 

7.616 

3-87* 

.0172 


9 

81 

729 

3.000 

2.080 

»mi 

59 

3481 

205,379 

7.681 

3-893 

.0169 

c 

10 

100 

1,000 

.1.162 

2.154 

.1000 

60 

3.600 

216,000 

7.746 

3-9*5 

.0167 


11 

121 

1,331 

3-3*7 

2.224 

.0909 

01 

3.721 

226,981 

7.810 

3.936 

.0164 


12 

144 

1.728 

3464 

2.289 

.0833 

62 

3,844 

238,328 

7.874 

3958 

.0161 


13 

169 

2.197 

3.606 

2*35* 

0769 

63 

3.969 

250,047 

7.937 

3-979 

0*59 


14 

196 

2,744 

3-742 

2.4m 

-07*4 

64 

4,096 

262,144 

8.000 

4,000 

0156 


15 

225 

3.375 

3-873 

2.466 

.0667 

65 

4,225 

274,625 

8.062 

4.021 

.0154 


16 

256 

4,096 

4.000 

5-520 

.0625 

66 

4,356 

287,496 

8.124 

4.041 

.0152 


17 

289 

4.913 

4 123 

2.57* 

.0588 

67 

4,489 

300,763 

8.185 

4.062 

.0149 


18 

324 

5,832 

4-243 

2.621 

0556 

68 

4.624 

3M,432 

8.246 

4-082 

.0147 


19 

361 

6,859 

4.359 

2*663 

-0526 

69 

4.761 

328,509 

8.307 

4.102 

.0145 


2on 

400 

8,000 

4.472 

2.714 

.0500 ; 

70 

4,900 

343,000 

8.367 

4.121 

.0143 


21 

44 1 

9,261 

4.583 

2*759 

.0476 

71 

5,041 

357.911 

8.420 

4*Mi 

.0141 


22 

484 

10,648 

4.690 

2.802 

0455 

72 

5.184 

373.248 

8.485 

4.160 

0139 


23 

529 

12,167 

4.796 

2.844 

0435 

73 

5,329 

389,017 

8-544 

4179 

0*37 


24 

576 

13.824 

4.899 

2.884 

*0417 

74 

5,476 

405,224 

8.602 

4.198 

0*35 


25 

625 

15.625 

5.000 

2.924 

.0400 

75 

5.625 

421,875 

8.660 

4-217 

0133 


26 

676 

17,576 

5099 

2.962 

■0385 

76 

5,776 

438,976 

8.718 

4.236 

0132 


27 

729 

19,683 

5-*96 

3.000 

.0370 

77 

5,929 

456,533 

8-775 

4-254 

.0130 


28 

784 

21,952 

5-292 

3.037 

.0357 

78 

6,084 

474,552 

8.832 

4-273 

.0128 


29 

841 

24,389 

5-385 

3-°72 

.0345 

79 

6,241 

493,039 

8.888 

4291 

.0*27 


30 ; 

900 

27.00° 

5.477 

3.107 

■0333 

80 

6,400 

512,000 

8,944 

4309 

.01-15 


J1 

9&1 

29.791 

5-508 

3.H* 

0323 

81 

6,561 

531.441 

9.000 

4-327 

■0123 


32 

■ f °24 

32.768 

5657 

3.175 

.0312 

82 

6,724 

551,368 

9.055 

4-344 

.0122 


33 

1,089 

35.937 

5-745 

3.208 

0303 

83 

6,889 

571,787 

9.110 

4362 

,0120 


34 

1.156 

39.304 

5-831 

3-240 

.0294 

84 

7,056 

592.704 

9.165 

4.380 

,0119 


35 

1,225 

42,875 

59*6 

3.271 

.0286 

85 

7,225 

6*4,125 

9.220 

4397 

.0118 


36 

1,296 

46,656 

6.000 

3-302 

.0278 

86 

7,396 

636,056 

9.274 

4.414 

.0] 16 


37 

1,369 

50,653 

6.083 

3-332 

.0270 

87 

7,569 

658,503 

9-327. 

4-431 

.0115 


38 

1.444 

54.872 

6.164 

3.362 

.0263 

88 

7,744 

681,472 

9381 

4.448 

.01 14. 


39 

1,521 

59.319 

6.245 

3.39* 

.0256 

89 

7.921 

704,969 

9-434 

4465 

.0112 

n 

H 

40 

1,600 

64,000 

6.395 

34^0 

.0250 


8,100 

729,000 

9.487 

4.481 

.01 r 1 


41 

l,68l 

68,921 

6403 

3448 

-O244 

91 

8,281 

753,571 

9539 

4.498 

.0110 


42 

1,764 

74.088 

6.481 

3476 

-0238 

92 

8,464 

778,688 

9592 

4-514 

.0109 


43 

1,849 

79,507 

6.557 

3.503 

■0233 

93 

8,649 

804,357 

9-644 

4-531 

.0108 


44 

1,936 

85,184 

6.633 

3530 

,0227 

94 

8.836 

830,584 

9-695 

4-547 

.0106 


45 

2,025 

91.125 

6.708 

3.557 

*0222 

95 

9.025 

857,375 

9-747 

4 563 

*0105 


46 

2,116 

97.336 

6.782 

3*583 

.0217 

96 

9.216 

884,736 

9.798 

4-579 

,0104 


47 

2,209 

103,823 

6.856 

3.609 

*0213 

97 

9,409 

9*2.673 

9849 

4595 

.0103 


48 

2,304 

110,592 

6.928 

3*634 

.0208 

98 

9,604 

941,192 

9.899 

4.610 

*0102 


49 

2,401 

117,649 

7.O00 

3.659 

,0204 

99 

9,801 

970.299 

9950 

4.626 

,O10I 

c: 

SO 

2,500 

125,000 

7.071 

3.684 

.0200 

KJO 

10*000 i 

liUUU t UUO 

10.000 

4.642 

.0100 
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TABLAS DE RESOLUCION DE FfCURAS PLANAS 














































TABLAS DE RF.SOl UHION DE FJOIJRAS PLANAS 


T-23 































































T-24 


TA8LAS DE RE SO LUC ION DE FIGURAS PLANAS 





















TABLAS S >£ RESOLUClON DE FIGURAS PLANAS 


T-25 























































T-26 


TAM,AS DE RESOLUCION DE FIGURAS PLAN AS 


o 

« 

k, 

< 


>1* 

I 

< 


r 

II 

< 


x 

[ 


CN 


•v S 

fes C-> 

II 

< 


d 

a 

i 

< 


bi- 

i 


« 

E 


m 

K + 

O _ 
© 

rr If 


+ 

E 


n 

+ 

N 

b 

*- j v* 
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4 - 

h 

k 

— < n 

I 


> 

O 


■5 s 

I 4f 

— s I « 
15 m i 
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"d 

o of 

III 1 

3 g o c 
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T A BIAS DE RESOLUCION DE CUERPOS GEOMETRICOS 


T-27 
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T-28 


TABl,AS DE RESOLUCJON DE CUERPOS GEOMETRICOS 
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TABLAS DE RESOLUCION DE CUERPOS GEOMETRICOS 


T-29 
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TABLA5 DE RESOLUClON DE CUERPOS GEOMETRIC.OS 
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Repasos de algebra 






GBOMETRIA DE BALDOR 



Estos rcpasos de Algebra, han sido incluidos en este texto con el fin de que, al 
resolverlos, el alumno cuente con el bagaje matematico r-ai « stdiciente" 
para que los problemas planteados, a lo largo de este libro, puedan ser soiucionados 
armonicamente y sin que pudiesen arrastrar de conocimientos impartidos 

anteriormente. Por ello, cada uno de los 29 repasos funciona correLativamente con 
los 29 capitulos de que consta este libro siendo conveniente que el alumno proceda 
a dar respuesta a cada repaso de empezar a estudiar su capitulo correspondiente. 



REPASOS DE ALGEBRA 

Repaso de Algebra N" 1 


R-5 


Hallar el valor nuraerico de las siguientes expresiones, para a = 1, b = 2, c ^ 3, 


d = 4,m=I,n=|p-l 


I) (4p + 2b) (18n — 24p) + 2(8m + 2) (40p + a) 

, (nUfeii 

(d —b) p 2 


R,: 162 


R.: 312 


3) fa + b) (V"c s + 8b — m 

-5- (c + d) V~P 


4) 


5) 3(c — b) V~32rn — 2(d — a) Vl6^ — 


V 6abc V 3mn cdnp 
*' 2VSb 2(b — a) - 

7) 3(8 + b>(2a + 3b: 

-‘•♦C*tXs*0 + C-i)’ 

9) f2m -I- 3n)(4p + 2c) —4m s n 2 

m* —- 2n 3 p 2 + c 2 
p n 


R.: 14 


R,i 


R.: —3 

R ” 
K 12 

R.: 73 

R.: 17 

R 20 


R-: 11 


11 

288 


10 ) 


^1 Or Ml >-> OS|M 




















GEOMETR1A DE BALDOR 


R*6 


Rcpaso de Algebra N" 2 


Sumar las expnesiones siguientes: 

1) nx + cn — ab; —ab + 8nx — 2cn —ab + nx —5 

R.: lOnx— 3ab — cn—-5 

2) a 8 + b 8 ; — 3a“b + ab* — b s —5a a — 6ab- + 8; 3a*b — 2b a 

R: — 4a s — 5ab* — 2b 3 + 8 

3) 27m s + I25n 3 ; —Om^n + 25mn*— t4mn J ~—8; limn* +- lOm-n 

R.: 27m 3 + nrn + 22mn s + I25n‘~8 

4) x“~ l + y 5 " 2 + in’ 1-4 ; 2x* —1 — 2y b—2 — 3y b—:2 — 2m 51-4 

R : 3x*^> + 2y b-2 — 

5} n 1 * -:1 — m* 3 + 8; —Sn^ - * — 3m*“* 4- 10; 40**“ 1 + 5m’' -3 — 18 

R.: m*” 5 


6) x 9 y ™ xy 8 + 5; x 4 — x*y a + 5x*y — 6;—6xy 3 -f- x s y s + 2; —y* + 3xy 3 + l 

R.: x 4 + 6x a y — 4xy® — y 4 4 2 

i 1 * 

7) !»■ +|b*; —+ 

3 I 4 

R.: |a= — Ub 4 V 

4 6 9 

8) y^ m * + ^ nI — \ ;“15mn + ^ : _ 30 nm 4 3 


34 


4 34 


R.: — 45mn + ^n s + 3 


9) ^ b 2 m — ^ cn 


2 ; 7 b*m 4 6 

4 


^cn ^ b a m 4 ^cn 4- 4; 2cn +? 

u 7,. t 67 0 3 

R: 8 bm + 50 cn + 8 5 


8 b " m 


10] 0.2a 8 4 04ab s —0.5a 3 b; —0,8b 9 40.6b 3 — 0.3a*b; —0.4a 3 + 6 + 0.7a 3 b; 

0.2a 3 + 0.9b 9 4 0,6ab* 


R.: —0.1 a*b 4 ab* 4 0.1b 3 4 6 4 0.6b a 


REPASOS DE ALGEBRA 


R'7 


Repaso de Algebra N" 3 


1) De la suma de: ab + be + ac con —7bc 4 - Sac — 9, restar la sum a de 4 ac — 
3bc 4 * 5ab con 3bc + Sac — ab. 

R.: —3ab —6bc— 9 

2) De la suma de a a x — 3x 3 con a 3 4- 3ax 2 , restar la suma de —5a*x + 1 lax 2 — 
11 x a con a 3 + 8x s — 4a 2 x -I- 6ax 2 

R, 1 Oa 2 x — 14ax s 

3) De la suma de x 4 + x 2 — 3; —3x + 5 — x a - —5x 3 + 4x + x 4 , restar la suma 
de —7x* 4* 8x a — 3x + I con x 4 — 3 

R,: x 4 + 6x 3 — 12x 2 + 4x 4- 4 

4} De la suma de m 4 — n 4 ; —7mn 3 + I7m s n — 4m 2 n 2 ; —m 4 + 6m 2 n 2 —8n 4 . 
restar la suma de 6 — m 4 con — rrrn 2 + mn 3 — 4 

R m 4 + I7m a n + 3m £ n 3 ■— 8mn s — 9n 4 — 2 

5) De la suma de a — 7 -f a 3 ; a* — a 4 — 6a* + 8; — 5a 3 — 11a + 26, restar.la 
suma de —a 3 + a B — a 4 con —15 4- 16a s — 8a 3 — 7a 

R.: a 9 —14a* — 4a 2 — 3a 4-42 

6) Restar la suma de a 2 + b 2 — ab; 7b 2 —Sab 4- 3a 2 ; —5a 2 — 17b 2 4- Hab, 
de la suma de 3b ! — a 2 4- 9ab con — Sab — 7b a 

R: 5b 2 — ab 

7) Restar la suma de m 4 — 1; —m 3 4- 8m 2 —6m 4- 5; —7m — m s + 1 de la 
suma de m*— 16 con — 16m* + 7m ! — 3 

R : m“ — 17m 4 + m a 4- I3m — 24 

8 i Restar la suma de x fi — y 3 ; — 2x 4 y 4* bx^y* — 7x 3 y 2 ; — 6xy 4 — 7x 2 y 3 — 8 de 
la suma de —x 3 y 3 4- 7x*y 4- 1 Ixy 4 con — xy 4 — 1 

R.: —x 9 + 9x 4 y 4- x*y 3 + 7x*y a 4- ICxy 4 +y° 4- 7 

9) Restar la suma de 7a 4 — a" — 8a; — 3a 9 + 1 la 3 — a 2 + 4; — 6a 4 — 1 la 3 — 

— 2a + 8; —-5a 3 4- 5a 3 — 4a 4- 1 de la suma de —3a 4 + 7a 2 — 8a 4- 5 con 5a B 

— 7a 3 + 41a 2 —50a + 8 

R.: a 8 4- 8a s — 4a 4 — 2a a + 44a 2 — 44a 

10) Restar la suma de a 9 — 7a 3 x 2 4- 9; —20a 4 x 4* 21a 2 x 3 — I99x 4 ; x B + 9a 3 x 2 — 80 
de la suma de —4x 9 + 18a 3 x 2 — 8: —9a‘x— 17a 3 x 2 + lla 2 x 8 ; a 9 + 36 


R.: —5x 6 4- 199x 4 — 10a*x* — aV -|- 11 a 4 x + 99 



R-8 


CEOMETRIA DE BALDOR 

Rcpaso dc Algebra N" 4 


Siiuplificar suprimiendo sign os de agrupacion y reduciendo temiinos semejantes, 
1) 4x 2 + [—(x 3 — xy) + (—3y* + 2xy) — (3x a + y*)j R.: 3xy“4y- 


2) a + | (—2a + b) — (“a + b — c) 4- 


;{) 2x + [ —5x—(—2y + 


—x + y 


)] 


4) —(a + b) + 


—3a + b— f—2a + b — (a — b)} + 2 a 


R..- a + c 

R.: —2x + y 

Rn a—2b 


5) —*( j —a + b) +■ [ — (a 4 b) — { —2a + 3b) + (—+ a —- b) J 

R.* 3a —7b 


6) 7m 3 — 


—- [m 3 + 3n — (5 — n) — (—3 + m # )|] — (2» + 3) 

R.: 7m 3 + 2n 


— 5 


7) 2a — {—4a + b) 


— | —4a + {b — a) — {—^b + a) J | R,; b 


8) — !-(-.)) - |+ (-»)]+ [—|-b + cj — | + (-c)|} 


R.: b 


9) — 


— [“ (a *f b) — c) ]} — | + [— (c — a + b) ] { + [— {—a +(-b))| 


R,: —a + b 


-x 4- 


— (x + y) — [—x + (y — z) — (—x + y) ] + v j R.; —2y + z 


10 ) 














REPASOS DE ALGEBRA 


R-9 


Rcpaso dc Algebra N" 5 

Simplificar: 

1) — (a + b)—3 (2a + b— (a + 2)j 

2) — (3x— 2y ^ ( X — 2y) — 2 (x + y) — 3 (2x + 1)] 


3) 4x a — 


-3x + 5— [ — x + x (2 + x)] 


R.: —4a — 4b + 6 


R.: 4x + 6y + 3 


R.: 5x 2 + 4x — 5 


4) a— (x + y) — 3(x — y) + 2 (— (x — 2y) — 2 (— x —y) ] 

R.: a — 2x + lOy 


5 ) —2 (ab) — 3 (a + 2b) —4 


a — 2b + 2 f — a + b — 1 + 2 (a —b) ] 

R.: —17a + 12b 4- 8 


0) m — 3 (m + ») + |— [— (—2n + n) —2 — 3 (m —n + 1) + m] j 


R.: —7n + 5 


7) —3 (x —2y) +2 —4 (—2x —3{x + y)]-[—(x + y)] 

R. : 36x + 29y 


8) 5 


— (a + b) —3 f—2a + 3b—(a + b) + (— a — b) + 2 (—a + b)] — , 

R.: 80a —50b 


9) —3 |— [ + (— a + b) ] | — 4 | — (— ( — a — - b) ] R. : a + 

10) —a + b — 2 (a — b) + 3 |— (2a + b — 3 (a + b — I) | 

—3 [—a + 2 (—1 + a) | 


7b 


R.: —3a + 9b —3 















R-IO 


GEOMETRlA DE BALDOR 

Rcpa.so de Algebra N" 6 


Hailar e! valor numeric© de las ex pres ion es sigtiientcs, para: 


a-— l;b = 2;c-| 

1) (a — b) a + (b — c) a — {a — c) 3 

R.: !5 

2) (b + a) 3 —(b — c) a — (a — c) 3 

R.: “141 

ab at be 

3 -1-7- 

c b a 

R-: 3>i 

4) (a + b + c) 1 — (a ■— b — c) s + c 

R,: — 6~ 

5) 3(2a + b) — 4a(b + c) — 2c(a — b) 

R.: 3 

Hailar el valor numerico de las expresiones signientes, para: 

a = 2;b = ^;x = —2; y = —l; m = 3, n = ^ 

6) *! 2& + §*z! y , 

8 2 2 y 

R.: 2 

7) (a — x) s + (x — y) 3 + (x a -y 3 )(m + x — n) 

R.: 18 i 

8) (3x — 2y) (2n — 24n) + 4x-y a — 

R.: 60 i 

m 4x x a /l l\ 

9) 3y 2 + y* + U b)* + *- m 

R, 25? 

,„ £+& + •*! — + 2 (x — y -t- 4, 

■ x m y n 1 1 

R.: —I2l- 

D 












REPASOS DE ALGEBRA 


R-ll 


Rcpaso dc Algebra N" 7 


1) 

(X + 2>’ 



R.: 

x 1 + 4x 4- 4 

2) 

(x + 2)(x + 

3) 


R.: 

x s + 5x + 6 

3) 

£ 

+ 

>T 

i 

1) 


R.: 

x 2 — 1 

4) 

<X — l) a 



R.: 

X- — 2x + ] 

5) 

(1 + b)* 



R.: 

1 + 3b + 3b* + 

6) 

(a + b) (a — 

b){a 2 

-b 3 ) 

R.* 

a 4 — 2a-b' J + b 4 

7) 

i 

+ 

X 

l)(x 8 

-2) 

R.; 

x 4 — 3x- + 2 

8) 

(2a + x)* 



R.: 

8a 3 4 I2a -J x + 

9) 

(x + 5)(x— 

5) (x 2 

+ 1) 

R-: 

x 4 — 24x' J — 25 

10) 

(a + 2) (a — 

-3) (a 

— 2)(a + 3) 

R.: 

a 4 — 1 3a a + 36 


b 3 


6ax- -f x 3 



R-12 


GEOMETRIA DE BALDOR 


Repast* tie Algebra N“ 8 

Resolver las ecuac tones siguientes: 


1) (x — 2} a — (3— x}* = 1 

R,: 3 

2) 14— (5x— l)(2x + 3) = 17— (10x + l)(x — 6) 

R -A 
12 

3J ( x— 2)* + x(x —3) = 3{x + 4){x — 3) — (x + 2) (x ^— t) + 2 

R,: 4 

4) (3x— 1 ) 2 — 5(x — 2) — (2x + 3)*— (5x + 2) (x — 1) = 0 

Rr 1 


■>) 2(x —3)* —3(x + l) 3 + (x —5)(x — 3) + 4{x 3 —5x + I) = 4x s — 12 


6) 5(x — 2)*— 5{x + 3 ]• + (2x — 1) (5x + 2) — lQx* = 0 

R.: 1 

R.: -£■ 

7) x a —5x + 15 = x(x —3) — 14 + 5 (x —2) + 3(13 —2x) 

R-; 0 


8) 3(5x — 61 {3x + 2) — 6(3x + 4} (x— 1) —3{9x + l){x-2) = 0 R. : ~ 


9) 7(x — 4) 3 — 3(x + 5)* = 4(x + l)(x— I) — 2 

R.: \ 

10} 5( 1 — x} 3 — 6(x- — 3x — 7) = x(x — 3) — 2x(x + 5) — 2 

R.: —1 


Wf -J 


REPASOS DE ALGEBRA 


R-13 


Rcpuo 

Descomponer en factores: 

1) 2a 2 x + 2ax 3 — 3ax 

2) (x + y){n + 1) —3 (n + 1) 

3) 6m — 9n + 21nx—14mx 

4) a® — 2a s b 3 + b* 

6} a 2 m*n* — 144 

7) a" — (a— 1)* 

8) a 2 — b 1 — 2be — c a 

9) (x + y) 2 + n 2 — m* — 2n {x + y) 

10) c 4 — 5c 2 + 100 


Algebra N" 9 

R.: ax (2a *f 2x —*3) 

IL: (n + 1) (x + y — 3) 

R.: (2m — 3n)(3— 7x) 

R.: (a 3 — b 8 )* 

R.: (1 + |)* 

R.: (am 1 !? 3 4* I2)(am 2 n a —12) 

R.: (a 3 + a—l){a 3 — a + 1) 

R.: (a + b + c)(a —b —c) 

R.: (x + y + m-njfx + y-m — n) 
R.: (c a + 5c -f 10) (c> — 5c + 10) 




R*14 


GEOMETRIA DE BAI.DOR 


Repaso de Algebra N“ 10 

Deseomponer en fac tores: 


1) 4m* + 81n 4 

R.: (2m- + 6mn + 9n“) (2m ? — 6mn + 9n 2 ) 

2) m 3 — 12m + 11 

R.: (m — 1) (m— 11) 

3) x 2 -f 8x— 180 

R,: (x + 18) (x — 10) 

4) m- + mn—*56n 2 

R.: (m4*8n)(m— 7n) 


5) (c + d) 2 — 18 (c + d) + 65 

R„: (c + d — 5) (c + d — 13) 

6) 2a 2 + 5a + 2 R,: (a + 2) (2a + 1) 

7) x 3 + 3x 3 + 3x + 1 

R.j (x + 1)* 


8) 8x 3 — 27y a 

R,: (2x—3y)(4x 2 + 6xy + 9y 3 ) 

9) 27x a — (x — y) 3 

R.: (2x + y) (13x 3 — 5xy + y*) 

10) x" *f- 128 

R.: (x + 2) (x fi — 2x" + 4x 4 — 8x s + 16x 3 — 32x + 64) 







REPASOS DE ALGEBRA 


R-15 


Rcpaso de Algebra N 9 11 


Descornponer en factories; 

1) ax 3 + 10ax 2 4- 25ax R-: ax (x + 5} a 

2) 3abx ! — 3abx — 1 Sab 

R-: 3ab (x — 3)(x + 2) 


3) (x + y) 4 —I 

4) 64 — x* 

5) x 6 -— x 

6} 5a 4 — 3125 

7) 1— a'V 

8) a 7 — ab fl 

9) 3 — 3a" 


R- (x 2 + 2xy + y 2 + 1) (x 4- y + 1) (x + y — 1) 

R.: (2 + x) (2 — x) {x s + 2x + 4) (x 3 — 2x -f- 4) 

R.: x(x 2 + l)(x 4- l) (x— l) 

R-: 5 (a 2 + 25) (a + 5) (a — 5) 

R-: (1 + ab)(l — ab) (1 + ab + a 2 b a ) f 1 — ab + a 2 b 9 ) 
R.: a(a 4 - b)(a — b) (a 2 4- ab + b 2 )(a 3 — ab + b 2 ) 

R i 3(1 + a) (1 — a) (a 2 4- a + I) (a 3 — a + 1) 


10) x 7 + x 4 —Six 3 —81 

R-: (x + 1) (x + 3) (x — 3) (x*+ 9)(x- —x + t} 



R-I6 


GEOMETRIA DE BALDOR 


Rcpaso de Algebra N" 12 


Hallar el entre: 

1) a 2 — b s ; a* — 2ab 4 b 2 R,: a — b 

2) 4x s — y a ; (2x — y) s R.; 2x — y 

3) 4a 2 4 8a — 12; 2a 2 —6a 4 4; 6a 2 + 18a —24 

R.: 2(a — 1) 

4) 3x a — x; 27X 2 — 1; I8x a — fix 4 3ax — a 4 fix — 2 

R.: 3x—1 


5) 2a 2 — am 4 4a — 2 m; 2am 2 — m 3 ; 6 a 2 4 5am — 4 m 3 

R.: 2 a — m 


Hallar el M.C.M. entre; 

6) 3a 3 x — 9a 3 ; x 2 — fix 4 9 

7) (x— !)■*; x 3 —1 

8) a 2 4 a— 30; a 2 4 3a — 18 
9} 2a s 4 2a; 3a 3 — 3a; a 4 — a a 

10) 1—a 3 ; 1-—a; 1—a 2 ; 1 — 2a 4 a' 


R. : 3a ! (x — 3)* 

R. ; (x+l)(x-ip 
R.: (a 4 6)(a —5)(a —3) 

R.. 6a 2 (a 4 1) (a— 1) 

R.: (1 4 a) (1 —a)*(l 4 a 4 a 2 ) 








REPASOS DE ALGEBRA 
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Re pa so de Algebra N" 13 


Simplificar: 


1) 

8 —a 3 


R.: 

a- + 2a + 4 

a 3 + 2a — 8 


a + 4 

2) 

a* — b 3 


R.: 

a + b 

b 3 — a 3 


a 2 + ab 4 b 3 

3) 

3bx — 6x 


R.: 

3x 

8 — b s 


b ! + 2b + 4 

4) 

(x — 5)* 


R.: 

(x-31* 

125 —x 3 


x s + 5x + 25 

5) 

5x 3 — 15x'y 


R.: 

1 

90x*y* — 10x n 


2x(3y + x) 

Efectuar: 




6) 

1 1 -U 

i 

R.: 

x + 1 

ax a 3 4- ax a + x 

x(a + x) 

7) 

3x + 2 

5x + 1 4x — 1 

R. 

2x 2 + 27 x —! 

x-+3x—10 

x 2 + 4x — 5 1 x 2 — 3x + 2 

(x + 5) (x — 2) (x 

8) 

1 , 1 

1 

R.: 

3s ] 

5a 4- 5 5a — 5 

10 + 10a 

I0(a + 1)(a— 1) 

») 

a + b a 


R.: 

b- + 2ab 

a- — ab 1 b- — a 

j 

a(a + b) (a — b) 

10) 

x + 3y 3y 3 

X 

R.: 

2x- + 3xy 

y + x 1 x 1 — y = 

y — x 

(x + y)(x — y) 
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GEOMETRIA DE BALDOR 

Rcpaso dc Algebra N 0 14 


Efectuar: 

, . a + 1 3a — 3 a 2 —• a „ 

1) -rX o- n —;- n R.: 

' a — 1 2a + 2 a 2 + a — 2 

a 3 — 8a + 7 a 8 — 36 a 3 — a— 42 

a 3 — 1 la 4- 30 X a 2 — I ' a 2 — 4a — 5 

(a + b) 3 — c* (a + c) 2 —b a a + b + e 

(a — b}* — c 2 a 2 + ab— ac a s 

. 5 m 2 + 6mn + 9n 2 4m 3 — n 1 m J 4- 27n s 

2m®n + 7mn 2 + 3n s * 8m ! —2mn •—• n 2 ' 16m s + 8mn h 

R.: 

<a*^3a) 2 w 27-a 8 ^ -9a 2 . 

1 9 — a 2 (a + 3)*— 3a ‘ (a 2 4-3a) 2 

Hallar el verdadero valor de: 


6 ) 

7) 

8 ) 

9) 

10) 


TTi parax = 2 

x 2 — a 2 

—:-; para x = a 

x 2 4- a 2 p 

a 3 — a — 6 

a 2 + 2a— 15 P ara » = 3 

x 2 — 7x 4- 6 
x z — 2x +1 X ~ 


y ! 


xy 


R.: 

R.: 

R.: 

R.: 


3(a + 2) 

2a 

1 

a(a 4 b + c) 
a — b — c 


- n 2 

_ 4m -f n _ 

n(m 2 — 3mn + 9n 3 ) 

a a {a — 3) 

0 


0 

5 

8 

oo {no existe) 


y = x 


R.: 2 





























REPASOS DE ALGEBRA 
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Kcpaso de Algebra N" 15 


Simplificar; 
b 

1) - 


a 


1 4 


a — b 


1- b -| 2-^- b 

a' a— b 


i_ , a* + b* , . b 2 
a — b H-— b + — 

2, -X-±X- 


a 4 b — 


2b 2 " a — b 


a — b 


1 4 


2a —b 


Resolver: 


V 



x — 3 x —4 
4 5 


3/2x-A 4 fix 4 2\ If*—2^1 n 

41 )- 5 {— J + 5 = ° 

3, -J_2 | 8 

X — 4 X —3 x 2 — 7x + 12 

(V _J_ 4 10 3 

6 —2x 5 —5x 12 — 4x 10—lOx 

7) ax — a (a 4 b) = —x— (I 4 ab) 


R.: 


R-: 1 


R.: 

R.: 

R.i 9 

R.; | 
R* * a 


8} xfa 4 b) — 3 — a (a — 2) = 2 (x — 1) - xfa — bl R.: - 


9) 


x 4 m 
m 


x + n __ in 2 4 n~ 
n mn 


2 


tnj _I/ x x\ _5a 4 13b 

4 \b a/ 3 \b J 12T~ 


R-J n 

R.: b 


b 

— b 


— 1 

— 1 

2 

— m 


** „ ^l|4w 
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OEOMETR1A DE BALDOR 


Repaso de Algebra N" 16 

En la formula: 

1) A — h ^ despejar b 

2) A = ^ (a— l)n , despejar n 

3) Am xr*, despejar r 

4} a 3 = b s + c a , despejar b 
5 ) V = ^ hxr 3 , despejar r 

Represen tar graficamente: 

6) y = 3x + 3 

7) y - x — 3 

«)y = | + 4 


R.: b = 


2A — hb' 


R.: n = 


2A 


a — 1 

R.: r = V* 

R,: b = \‘ t* 


R.: i * \ 


/TV 


9) y = x 1 + 1 
10) x s + y a = 49 












REPASOS DE Vl.GF.BRA 
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Repast > dc Algebra N 9 17 

Resolver los siguientes sistemas de ecuaciones: 


1) 7x — 4y = 5 

9x + 8y = 13 

2) x — 5y = 8 

— 7x + 62y = 25 

Ri x - 1, y = | 

a.: X = 23, y = 3 

■>) IIx — 9y — 2 

13x — 15y = — 2 

R* ; x — 1, y — l 

*1) 3x— (9x + y) = 5y — (2x + 9y) 

4x— (3y + 7) = 5y — 47 

R- x = 6, y — 8 

r i \ _ Sy + ^ 

->) X = g 


i + 5x 

y- - ~ 

R- : x = —1, y = 1 

6) i+^=2n, 

m n 


nix — ny = m s — mn : 

R" x = m a , y = rnn 

7) -+ — = —U 
x y 

x y 

ax + 2y — 2 

R” x == -—1, y = —5 


R • 1 1 

K .. x y = ■= 

a ' 2 

9) f+| = 2 


x — 5y = 25 

R. x = 5, y = —4 

101 = 4 


y—2 j x—3 ii 

2 + 3 ” 3 

R.: x — 4, y = —6 










GEOMETRIA DE BALDOR 


R-22 

Repaso dt Algebra N" 18 

Resolver los siguientes sistemas de ccuaciones: 

I ) fix + 3y + 2z - 12 
9x — y + 4z = 37 
tOx + 5y + 3z — 21 


2) x + 2z = 11 
2y + z = 0 
X + 2z ssr 11 


3) £+£ 
2 2 


^ = 3 


- + V - 
3 6 


— i.— —5 


x 

6 


y 

3 



4) -V 

x y 

i+i 

X 7, 

1 1 

I- 

y z 


5 

6 
7 


5) 7x 4- lOy + 4z = —2 

5x — 2y + 6 7 . = 38 
3x + y — z = 21 


y = _4 
z - —3 

R-: x = 3 

y = —2 

z = 4 


R.: x = 6 

y — 12 
z = 18 



R*: x = 8 

y ^ —5 
z — —2 







REPASOS DE ALGEBRA 


R-23 


Hallar el valor de las determinantes siguientes: 


6 } 

7 ) 


2 5 —11 

3—4 3 

6 2 4| 

3 2 5 

—I —3 4 

2—2 5 


8) Resolver graficamente: 
x + y 4- 2 =5 5 
3x + 2y + z = 8 
2x + 3y + 3z = 14 


9) 2x + 2y + 3z = 24 
+x + 5y + 2z — 35 
3x + 2y + z — 19 


10) Resolver: 

2x — 3y + z +■ 4u = 0 
3x + y — 5z — 3u = —10 
fix + 2y — z + u = —3 
x + y — 4z — 3u - —6 


R.:-44 

R.: 45 


y = i 

2^3 

R.f x = 3 
y = 3 
z = 4 


y “ 4 
2 = —2 


u ~ 5 







R-24 


CEOMETR 1 A DE BALDOR 
Repast) dc Algebra N' J 19 


Desarrollar, aplicando )a regia adecuada: 

R.: 81a s b 4 4 90a 3 b 5 4 25a 4 b 6 


1) (9ab a + 5a-b a )“ 

» (!-!■•)• 

3) (a* 4 9a B x 4 ) 8 

*> (I-W 

5) (5x« — 7x- 4 3*)* 

/a: _ 3 

b) (4 5 + gJ 


4 25 

R.: — m 4 n 3 4 77^“ 

23 lo 


R.: a* 4 4 27a s ‘x 4 4 243a 1 s x s 4 729a , V" 

343 1B 21 6 . ls 64 

R " 512 X )6 X y + 7 * y 343 7 

R.s 25x H — 70x e 4 30x a 4 49x< — 42x fl 4 9x= 

» 4 3a 3 a-b 3 . 9 2b- b 4 


IS 


R . : 


4 


+ i^ — -rr + 7r. 


1) (x* — x a “ * 2) 

■i (>-?)' 

». (t-ir 

Hall ai 1 el 6" termino del desarrollo de: 

10) ( 2 a — R.: —14a«b» 


16 10 18 25 15 81 

R,: X 1 * — 3x ,u — 3x* 4 llx' 1 4 6x 4 — 12x~ — 8 


R.: 243— I35x 3 4 30x* 


R : 729 27b + 3b- 


10x' 

1 5x s 

| 

X 10 

3 

27 

243 

20a :t 

135a 3 

486a 

b 3 + 

b 4 

b s 





















REPASOS DE ALGEBRA R-25 

Repaso de Algebra N" 20 


D VB1a ia b** 

R.: 3a 3 b” 

2) V x 15 — 2x s + 3x< + 1 + 2x — x* 

R-: x a — x 4 + x + l 

Jx 2 79 20 lOx 4 

V-9+3- — --T + ^ 

p . x e 2 

3 x 

4) ^x li — 3x* * 3x ,w + 6x* + I lx« — 12x 2 — 8 

R.: x 4 — x- — 2 

- */ a 3 15a 5 3a 2 15b 3b- + fe 3 

V 8b 3 1 8b 2 4b 2 1 8a 4a ; 0a n 

* 2b + 2a 

Expresar con radical, 

3 1 1 

6) X 2 yS^ 

R.: xVx Vy V'z 

Expresar con exponent? positivo 


7 ) 

x 'y 

R,: 3xy" 

8) Expresar sin denominador 


3a 2 b 3 

a’x 

R.: Sa^V 1 

0) Expresar con exponente positivo 

V a- 3 

R.: 1 

a- 


10) Hallar el valor de 
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GEOMETRIA DE BALDOR 

Repast de Algebra N‘? 21 


I) Hallar el valor numerico, para x — 16, y = 8 


i i 


*— + x 2 y 1 — ' x 0 y" + 


R.: 4607 ^ 

8 


2) Muhiplicar x“ a por x * R- : x 5 

3) Multiplicar ordenando previamente 

-i — ^ ~ 1 

a“' + 2a 2 b a + 2b” 1 por a -1 — a a b 1 + b" 1 

a i 

R.: a~- + a 2 b 2 + a” 1 l 

1 _ £ 

4) Dividir a* entre a R.: a * 

5) Dividir, ordenando previamente 

15a‘‘ — 19a + a* 4- 17 — 24a” 1 4 - I0a~ a , entre 3a -j- 2 — 5a —1 

R“ 5a 3 —3a + 4—2a" 1 

6) Hallar el valor de: 

(ad)" 

7) Desarrollar: (V"x— V~y} 3 

T 8 6 — 

a 2 + 4a 4 "— 2a 3 — 12a 4 + 9a 


R.: a " 2 

■J £ | 

R* ; x 3 —3xy a + 3x 2 y —; 


a 1 

R*: a -f 2a*—3a" 


9) V»‘-10a 4- 4 

a* a" a 4 

10) V» 


a‘b' + 6aV + 7- 1- +-L 

a'b* a 4 b 4 


R-: a 2 — 5a“* + 2a-* 
R,: a*b 2 + 3 — a"^ -2 


— + 2b" 3 


■ATS- 





















REPASOS DE ALGEBRA 


R-27 


Repa^ci de Algebra N" 22 


Simplificar 

1) 5a ^l60xyz ls 

2 ) 

1 2 ’27y s 

3) V2Wb* 

4) Hacer entero el radical 

5x*y V~3 

5) Reducir al minimo comun rndicc 

^2ib; \/3a^; 

6) Escribir de mayor a menor 

V/3, \/32 

7) Reducir 

2Vi-iV5+fV5 

8 ) Simplificar 

2 V700 - 15 \£ + 4 Vj|- 5fi Vj 

9) Simplificar 

V rrrn — V 9m s n + V 16mn“ — V 4mn- 

10) Simplificar 

|^®-|fT5i + ^ ^1715 — ~fl536 


R.: 10ax 2 yV^20xz 

R -: ±VTy 
R.: V"^b 

R.: V 75xy 

R.: \>32aV 
^27aV 
^/5aV 

R.: \V32. v% ^3 



R.: 12 V 7 

R.: 2n Vm - 2m V n 

R.: 4V5-9V3 
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GEQMETRIA DE BALDOR 


Repa*> dr Algebra N' 23 

Efectuar: 


1) 5\TT2 x 3\T75 

R.: 450 

2) (\T2 +\T3 + V"3) X {Vl“V~3) 

R.: 0 — \TT5 — 1 

3) ^25x a y 3 x {/125x* 

R.: S^Y 

4) \ 75x a y 3 ~ 5 \j 3xy 

R : yV^c 

5) 

R.: 2 

VE 


Desarrollar 


6) (V“2—V~3) ! 

R.: 5 — 2 V~6 

7 ) Simplificar 


V~2 V~2 

R.: 2 

8) ~ 

^9x 

r, k* w ' 

9) — ■» - - 

5 V 2 — 4\f3 

95 V2 -f 76 V"3 
R.: 2 

10) V a + Y* 

2\fa + Vx 

i, . 2a — x 4- V~ax 

4a — x 


















REPASOS DE ALGEBRA 
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Rcpaso de Algebra N‘ 24 


2_V~3 

1 i Rarionalizar- .-— 

2 + V3 + \T5 

2 ) Dividir V"2 + V"5 entre \T2— \[5 

3) Resolver — 14 = 3 Vx + 10 — 4 
6 


4) Resolver: 


V x + 8 


= V X 4- 8 — V x 


R.: 

R.: 

R-: 15 
R.: 1 


2V3 + 8 V3 —5 VT5— I 

22 


7 + 2\H0 
—3 


5) Simplifiear 3 V —b 4 

R.: 3b 3 i 

til Simplifiear 


3 V —64 — 5 V —49 + 3 V —121 

R.; 22i 

7) Multiplicar 2 V —-7 X 3 \ f —28 

R.: -84 

8) Dividir V—150 \^3 

R,: 5 Y*2 

9) Sumar: 


12 - ii 8 4- 7 V-—i 

R.: 20 — 4i 

10) Sumar: 


I—i; 4 + 3i; VT+ 5i 

R.: f5 + VT) + 7i 
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GEOMETRIA DE BALDOR 


Repaso de Algebra N fl 25 


J) Sumar: 9 4- i \Hf; 9 — i V~3 

R,: 

2) Restar 8 — 7 \f^-T de 15 — 4 V^T 

R.: 

3) De —3 — 7 V —1 restar —3 + 7V 77 T 

R.: 

4} Multiplicar 8 — \ ■—9 por 


11 + V^—25 

R: 

5) Multiplicar \ ,r "2— 5i por 


V~2 + 5i 

R.: 

6) Dividir (5 — 3 V — 1) entre {3 + 4 V —1) 

R.: 


7) Rep resen tar graficamente 

—3 ~5i 

8 ) Resolver: 

49x 3 — 70x + 25 = 0 r. 

91 Resolver: (x — 5)* — fx — 6)* = (2x — 3) a — 118 R, ; 

(0) Resolver: (2x — 3) s — {x + 5J 2 = —23 r.. 


18 

7 + 3i 
—Hi 

103 + 7i 

27 

3—291 

25 


5 

7 













REPASOS DE ALGEBRA 
Repaso dc Algebra N" 26 


R-31 


Resolver las siguienles ecuaciones: 

1) 5x (x — 1) — 2 (2x s — 7x) = —8 

x— 135 l0(5x + 5) 

t) ---:—— = —lo 

x x- 

3) x(x — 1) — 5 (x— 2) = 2 

4) x 3 — 2ax + a 3 — b~ - 0 

5) ( x 

6) (x —3) 2 — (2x + 5)* = —16 

7) 2V^—V x + 5 = 1 

8) V 5x — t — V 1 — x = V4x 

9l Vx + 3 4- 6 = 5 

VTT3 

10) Yx + yfVTS = 2Vx + 3 


R.:— I, —8 

R.: 10 - “A 
19 

R.: 2, 4 

R.: (a —b), {a + b) 


r . : ±- 


R.: 0, — 

R.: 4 


R.: 1 


‘5 


R.: 1, 6 


R.: 1 
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GEOMETRIA DE BALDOR 


Rcpaso de Algebra N" 27 


Determinar el caracter de las raices, sin resolver la ecuacion. 

1) 3x a ■—2x + 5 = 0 R.: Imaginarias 

2) 3x- + 5x — 2 = 0 R,: Reales, desiguales 

3) 36x 2 + I2x + I = 0 R.: Reales, iguates 

I) Investigar si — ^y 2, son las raices de: 5x 3 — 1 lx + 2 = 0 

R.: No 

5 Determinar la ecuacion euyas raices son: 0 y 2 R-: x a — 2x = 0 


9) Hallar dos numeros cuya suma es —3 — y cuyo producto es 1 


7) Descomponer en factores, hallando las raices: 

1 lx' — 153x — ISO 


R.: “3 y — j 


R.: (1 lx + 12) (x —15) 


Resolver: 

8) x a — 25 = 0 

9) x* —• 45x a -— 196 = 0 

10) x s -— 41x* + 400 = 0 


R.: —5y5 
R.: ±7 

BL: ± VI, ±2 
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Repaso de Algebra N‘“ 28 


I) Transformar en suma de radieales simples: 

V?3- 12 V35 R.: 3V~5 

■ 

2J Hallar el 17° termino de ta progrcsidn aritmetira: 


— 2V 7 


^25 

3‘6 * 


3) Hallar ta razon de la progresi6n aritmetica: 

+ 1 ..; — 4 

donde —4 es el 10° termino. 


R,: 3 j 


R 5 

K 9 


4' Hallar la suma de I os 9 primeros terminos de la progrcsi6n aritmetira: 


2* 1 j 2^ * * 4 


22 i 


5) Interpolar cuatro medios aritmeticos entre 5 y 12 


2 4 1 3 

R.: 5, 6~ 7 J 9|, 10| 12 


{») Hallar el 7° termino de la progresion geometric a: 


— 3 * 2 * ~ 
’ ’ 3 


R ^ 

243 


7) Hallar el 5° termino de la prog res ion geometrical 


..5 1 

__ 4 _ ■ i 1 

" 6 ‘ 2 *'' 


27 


" 250 

8 ) Hallar la razon de la progresion geometries de 8 terminos: 

tt5 ::::: 640 R. : 2 

9) Hallar la suma de los 10 primeros terminos de 

5537 


— 2 - * 1 - 

*■ 4 2 


R.: 6 


8748 


10) Interpolar 5 medios geometricos entre 128 y 2 


R.: 128 : 64 : 32 : 16 : 8 : 4 : 2 


t 
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GEOMF.TR l A DE DALDOR 


Rcpaso de Algebra N" 29 


Hallar el valor, empleando logaritinos 


n 95.13 ^ 7.23 

R.: 

13.1577 

2) 0.15 s 

R,: 

0.0034 

3) 5yX3f 

R.: 

4.6512 

5/56813 
' v 33117 

R.: 

1.2077 

Dados: log 2 = 0.3010, log 3 = 0.4771 



log 5 = 0,6990, log 7 = 0.8451 



Hallar: 



5) log 120 

R.: 

2.0792 

6) log 0.875 

R.: 

1.9420 

Resolver 



7) 0.2" - 0.0016 

R: 

4 

8) 5* “ 2 = 625 

Hallar el numero de terminos de la progresion: 

R.: 

6 

9, #S«iX...« f 

R.: 

6 

Ift . .. _ „ 2048 

t0) *• 6 8 . 81 

R.: 

6 










Ejerddos adicionales 


GEOMETRIA DE BALDOR 




Prologo 

El departamento de matcmaticas de ublicai'ictto Cultural. ha preparado es- 
ta guia, tomando en cuenta Jo siguiente: 

Este texto sc ha dividido en 90 partes correspondiendo cada una de ellas a una 
hora de dase, por lo que se supone que ei curso normal se cubriria en 90 sesio- 
nes, dependiendo por supuesto de las caracteristicas del grupo. 

2, Se ha puesto especial entasis en los puntos que el profesor desearia que sus 
alunmos tuvieran presentes en todo momento. 

A1 ad junta r esta guia, se ha aumentado el libro original en 450 problemas y, 
en cada una de estas 90 partes se han intercalado 5 problemas que, despues 
de cada sesion, el aiumno podra resolver a manera de tarea o bien podran 
utilizarse para efectuar pruebas o examenes, ra?on por la cual deliberadamente 
se han omitido las respuestas. 

■t Esta guia se htzo para impartir el curso de Geometria Plana y del Espacio, no 
obstante que el libro contiene tambien otros capitulos adicionales como son la 
Trigonometria. Logaritmos, Resolucion de triangulos empleando logaritmos, etc. 
A tltulo de sugerencia para el profesor seria recomendable que despues de ex- 
poner la parte tedrica de una cierta sesion y dar los ejemplos que creyera 
conveniente, invitara a sus alumnos a resolver algunos de los problemas del libro 
que tienen respuesta y que se encuentran al final de cada capitulo y despues de 
que ellos hubieran adquirido la confianza suficiente, intentaran resolver los de 
la guia. 

Los problemas de la guia podran calificarse como examenes si se juzga conve¬ 
niente o bien emplearse para tareas. 

Por regia general, un profesor se ve obtjgado a recurrir a otros textos en busca 
de problemas adicionales. Esta guia tiene por objeto ahorrarie este trabajo sin 
que se quiera pasar por alto que para impartir una asignatura siempre es ne- 
eesario consultar otros lihros. 

Con el objeto de enfatizar algunos puntos, se ha creido conveniente introducir 
el color para facilitar la tarea del estudiante. 

En la mayoria de los problemas hay un espacio para sus respuestas, sin embar 
go, se encontraran algunos cuya solution debera hacerse por separado debido ai 
trazado de curva que requltra el problema en particular y otros que implican 
la demostracidn de tin teorema que requiere un espacio relativamente grande. 
Se agradece de anternano cualquier sugerencia reS|>ecto a esta guia con cl fin 
de me jo ra ria. 
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Los Editonts 







Introduccion 


BREVE RES Eft A HISTORIC A 

(Pags. 1-6) 

Rabilonia. Egipto, Grecia. 

Tales de Mileto. 

Piiigoras de Samoa. 

Euclides (Elcmenfos). 

Platon. 

Arqatmedea de Siracusa. 

Apotonio de Perga. 

Heron de Alexandria. 

Geometrias no Euclidianas 
Lobatchevaky, 

Riemann. 

Puntos import antes 

^° rTna , <!n < l, ue contribuyeron cstos cienlifico* cn la fonaaciin de la Geometria. 
r; Kjemplos soure la aplicactbn de la Geometria en los problemas practicos, 

Ejercicios ad i cion ales 

Dear a quien se debc el desenbrimiento y la demostradon, de la rdacion a 1 ' = 
b~ + c- para cualquier triangulo rectangulo. 

Rrspuetfa ; .... 

Sen alar que aportaciones dio Euclides a la Geometn'a. 

Rrspuesta: 


3. < Quien demostro la formula para hallar el area de un triangulo en funcion de 
sus lados? 

Rapuesia: 

. . •* * - * * * - - *. - ■ ■ . ■ , « * * *. 4 * * , . ■ # # 

tEn d6nde comienza a fomiarse la Geometria como ciencia deductiva? 

Respuesta: ... _ 

£ En que principios se basa la Geometria Euclidiana? 

Respuesta: 


Calificaddn- 
















Generalidades 


(Pip- 7-9) 

Semonn 

1. Metodo dcductivo. 

2 . Axioma. 

3. Pnstulado. 

4. Teorema. 

5. Corohirio. 

6. Teorema reciproco. 

7. Lema. 

8. Esruliu. 

9. Problems. 


I’uehos importantes 

fi) Difcrencia fundamental entre lire conceptos anteriores, 

Aplicacidn de los conceptos anteriores por medio de ejemplos. 

Ejercicios ad i cion ales 

I Explicar on quo consists el Mrtodo dcductivo. 

Respuesta: ....... 


Dedr si todo teorema reciproco es verdadcro. Dar un ejemplo de acuerdo con 
su respuesta. 

fi es p ie f j s t a t 


^Es posible que de un Corolario se deduzca un teorema? Dar razones. 

Respuesta; ... ......-•. 


De los siguientes enunciados, senalar cual es teorema, axioms, postulado o pro¬ 

blems ■ 

Construir la circunferencia que pasa por ties puntos dados. 

Respuesta ......... 

h i E! todo es mayor que sus partes. 

Respuesta .....— ............... 


E-fi 



















GENER ALIDADES 


E-7 


r Hay in fin it os puntos, 

Respuerti * ......." * *. 

(I La suma de Sos angulos interiores de un triangulo es igual a dos rectos. 

Respuesta ......• -.* ’ 1 

Diga ]o que entienda por Lema y por Escolio. 

Respueita: .-. * .. 


Calificacion 











E-8 GEOMETRIA PLANA Y DEL ESP AGIO 

3 

(Pigs. 9-11) 

Sec cioncs 

10. £1 pun to, 

11. La linea. 

12. Cuerpos fist cos y gcomltricoi. 

13- Superficies. 


Puntos importantes 

Concepto de punto y linea. 

Ejemplos de linea recta, curva, quebrada, cerrada. 
Dimensiones de: punto y linea. 

Cuerpos geometricos. Sus dimensiones. 

Superficies de los cuerj>os. Sus dimensiones. 


Ejercicios adictonales 

Trazar dos puntos a 8 cm de distancia uno del otro. Trazar un tercer punto 
que diste 6 cm de cada uno de los dos puntos anteriores. 

Respueslar ........ h ....... 

Trazar dos puntos sob re el papel. Trazar una linea recta que pase por ellos. 
^Puede trazarse otra linea recta que pase por dichos puntos, diferente de la an¬ 
terior? 

Respuesta: ^ 4 .. 

Trazar un punto en el papel. Trazar una linea recta que pase por el punto. 
i Cuantas lineas rectas puede trazar que pasen por dicho punto? 

Respuesta: .. 

} ^Cuantas superficies tiene el siguiente 
cuerpo geometrico? Senale por medio de 
letras dichas superficies. 

Reyfmesia : .... 


F G 



A 


D 

























GENER ALIDADES 


E-9 


^Cuantas lineas rectas tiene la siguiente 
figura geometrica? <; Es correcto declr que 
la figura es un cuerpo geometrico? <: Por 
qu£? 

Respuesta: .. 


B 


A 


E 



C 


D 


Calif icacion 











GEOMETRIA PLANA Y DEL ESPACIO 

(Pigs. IMS) 

Scccionrs 

14. Scmirrecia. 

15. Segmento. 

16. Plano. 

17. Semipiano. 

18. Intcr»ecci6n de pianos. 

19. Poligonales cfincavas. y ronvexas. 

Puntos import antes 

Comprender el concept© de semirrecta y el de segmento. Condition para que 
tres puntos esten en una tinea recta. 

Propiedades caracteristicas de los pianos. Representation de un piano por me¬ 
dio de dos tineas rectas o por medio de tres puntos. 

Ejenipios de intersecciones de pianos y la linea diferente que se forma en la 
intersection de dichos pianos. 

Definition de poligonal concava y convexa Lados y vertices de la poligonal. 
Ejercicios adicionaies 

1 ^Es fxjsible que por tres puntos diferentes pasen dos pianos difcrcntes? 

Respuesta: .... 

2 ^ En cuantas formas )x>dria represen tar un piano? 

Respuesta; .......... 


E~lti 

4 


^Que linea se forma en la intersection 
de las superficies de la figura? 

Respuesta: ... .. 



i Medir la poligonal siguiente y dar 
su longitud total en cm. 

Respuesta: .... 



,:Cuantos lados tiene la poligonal anterior? ^Cuantos vertices? 

Respuesta; ...... 


Calificacion 
































GENER ALIDADES 


E-ll 


(Pags, 13-17) 

Seftionts 

20- Medida de segmento*. 

2 \. Error. 

22 . Operacioncs ion segmented. 

2 S. Igualdad y desigualrfad de scgnirntos. 


D 


Pun to* import antes 

Diferencia entre el sistema metrico decimal y el sistema ingles. 

Medicidn de segmentos utilizando la regia y el compas. 

Diversas clases de errores (de paralaje, de variation de instrumento de medi- 
cion, etc.). 

Ejercicios diversos de suma. rcsta, multiplicacidn, igualdad y desigualdad de 
segmentos, 

Ejercicios adiricmalcs 

l Dados los segmentos «i y h. dibujar los segmentos 2a. 3b. a — b. 2a + h. 

Res purs! a: ......... 

Utilizando la figura, 
siguiente: 

W = DE > . 

AC - ~AE \ . 

EB --W ..... 

> El segmento AB midc 
el segmento AC en ii 
tes que el segmento 
mide cada parte de 

Rftpufsia: ........ 


completar lo 



' 4 ctn. Dividir 
is misinas par- 
AB. ( .;Ciitintn 
AC? 



Dados los segmentos siguientes, com¬ 
pletar lo que a continuation se ex- 
presa, con los signos =. < o >: 

a) AB . CD 

b) AB . EF 

c) GH . AB 

tf) EF . CD 


A 0 

i-1 

C .- 

G I- 


* H 


5 - £ 

— P 
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GE0METR1A PLANA Y DEL ESPACIO 


5 i En cuantas partes podria dividir un segmento dado? 

, , ■14 1111*111 1 4 4 4 * 4 4 1 4 1 4 4 1 4 4 1 4 4 4 4 ** 4 4 4 1 4 4 *4 




'***“•" , . * - - ,*»»*<•.***« + * 

Calificacion- 


* * * * * * * * * * • * * 


































w 










































CENERALIDADES 
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6 

(Pa S s. 17-21) 

SfCCtOflM 

24. Geometria. 

25. Teorema 1 . 


Puntos import antes 

Mrmorizar el concepto de Geometria. 

Diversas Geomctrias que existen dentro de la Matematica y diferencia entre 
cada una de ellas. 

Demostrar el teorema / senalando lo que es hip&esis, construccion auxiliar y 
dcmostracion. 

Ejemplos de poligonales senalando cual es la envolvente y cual !a envuelta. 
Ejercicios adici unales 

1 Probar que la suma de dos lados cualesquiera de nn triangulo es mayor que el 
tercer lado. 

Respuesta: ...............................,.. 


ijComo se llama la Geometria que estuefia cuerpos geometricos? 

Respucsta; ........ 

Citar tres tipos de Geometrlas diferentes que se estudian dentro de la Mate¬ 
matica. 

Respuesta: ...,... 


I. Dibujar una poligonal senalando cual es la envolvente y cual la envuelta. 

Respuesta; ......... 

I Por quA se senala que las poligonales son convexas? i Si no son convexas, es 
posible que la envuelta sea mayor que la envolvente? 

Respuesta; ........... 


Calificacton. 















7 .. Angulos 

f Pag*. 22-24) 

Scccionn 

26, Angulo. 

27, Mcdida de angulos. 

28, Rdacion entre grado sexagesimal y el radian. 

Pun Ion importames 

Medicion de diferentes Angulos. 

Concept© de vcrtice y de lados de un Angulo. 

Notar que se pucde dividir la circunferencia en cualquier forma ( y la ventaja 
de dividirla en grad os sexagesimaies, 

Sistema circular. El radian. Ejemplos donde se utiiice el sisteina circular. 
Memorizar la formula para la conversion entre el grado sexagesimal y el radian, 

Ejercicios adirionales 

Dibujar dos rectas tales que formen un angulo de: 

a i 30° 20' 

b ) 65° 40 / 

110° SO' 
d i 200° 15' 
i 300° 50' 

en el sistema sexagesimal, 

<Cual es el angulo que expresado en radianes o en grad os sexagesimal's time 
el misino valor numerico? 

Res fiuerta: .... 

Trazar dos rectas tales que formen un angulo de: 



,:Cuantos segundos tiene un angulo de 320° 40'? 

Rexpue.Ua: . 


Calificacion 
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ANGULOS 


E-15 


(Pags. 24-26) 

Seccionu 

29. Angulo* adyacentes. 

30. Angulo recto. 

31. Angulo llano. 

32. Angulos com p Lem cn ta r ios. 

33. Complement de un ingulo. 

34. Angulos suplementarios, 

35. Su piemen to de un ingulo. 



Huntm importanies 

Definici6n dc angulos: adyacentes, rectos, llanos, complenientarios y suplemen- 
tarios. 

Com piemen to y suplemento de un angtilo. 


Ejercicios ad icionalcs 

A /\ /\ 

Los angulos AOB y BOC son angulos adyacentes. Si AOB - 18° 25'30", obtr- 
/\ 

ner cl valor de BOC, 

Respuesta: ......... 

/\ /\ t /N , 

Los angulos AOB y BOC son complenientarios. Obtener el valor de AOB si 

BOC = 40° 15'45". 

Rrs puesta: ........... 

jCual es el suplemento de cada uno de los siguientes angulos? 

a) 10° 15' 18" 
h 85° 45' 33" 

105° 3O' 02" 

Respuestas: a | .. b) .... f) .. 

Cudndo sc dice que dos angulos son complenientarios? ^y cuando son supie¬ 
men tarios? 

Rrspuesta: ..................................... 


Obtener tres angulos tales que su suma sea igual a un angtilo llano, el primero 
sea el quinttiplo del terrero, y cl segundo sea el cuadruplo del tercero. 

Respuesta: .... 


Califiradon 


GEOMETniA IBALDOHI - 17. 
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GEOMETRIA PLANA Y DEL ESPACIO 

(Pags. 26-27) 


/ Sccdooes 

36. Teorema 2, 

37. Angulos opueslos por el v^rtfce. 

38. Teorema 3. 

39. Angulos consecutivos. 

Puntos imporlantes 

Demostracidn de los teoremas 2 y 3, senalando la construccidn auxiliar en eada 
caso. 

Concepto y definicion de angulos opuestos por el vertice, 

Ejemplos de angulos consecutivos. 


Ejercicios adicionales 


De la figura, obtener; 

El valor del angulo AOD. 

Respuesta: .............. 

El valor del angulo DOB . 


3. 


Respuesta: . 

El valor de AOD + DOB. 



Respuesta: . ..- * 

/V A , 

^Se puede decir que los angulos AOB y DOC son consecutivos? 


B 



Respuesta: . ...... 

De la figura anterior, diga cuales angulos son consecutivos y por qu£. 

Respuesta ;...- - — ..... 


Catificacion. 
















ANGULOS 


E-17 


10 

(Pags, 28-31) 

Sfcciones 

40. Teorema 4. 

41. Teorema 5. 


Pun los import antes 

Demostracion dc los teoremas 4 y 5. 

Recalcar la forma de construir la hipotesis y la demostracion de los teoremas. 


Ejercicios adicionales 

Dado el siguiente teorema, demostrarlo empleando los conceptos de hip6tesis, 
tesis, construccion auxiliar y demost radon: 

“La sunm de los angulos Intemos de un triSngulo es 160° 1 


2. 



Aprovechar la propiedad de que a = d por altemos intemos. 
De la figura siguiente: 



3 


Respueita: 


y\ /\ /\ 

De la figura anterior, ^cual es el angulo igual a AOD + BOD — COD? 


Resfmesta: 
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e Podna asegurarse que los angttlos AOB v BCD son adyacentes? Oar razones. 



5 . 


A y\ /v /\ 

Si el angulo / es igual al doble del angulo 2 y 2 es el triple del angulo 3, ,jcuan- 
to mide cada angulo? 


R *1 fiut'.sta 


/\ 





Calif ica cion. 




















Perpendicularidad y paralelismo. 
Rectas cortadas por una secante. 
Angulos que se forman 1 

{Pags. 32-35) 

S etd oa u 

42. Drfimcinncs. 

43. Carirter recSproco de la perpendicularidad- 

44. Pululado. 

45. Teorema 6. 

Punlos important^* 

Goncepto de rectas perpendiculares. 

Anaiisis de lo que se verifica cuando se traza una perpendicular y varias obli- 
cuas por un punto exterior a una recta. 

Anaiisis de lo que se verifica al trazar por un punto exterior a una recta, va¬ 
rias rectas que corten a la primera. 


Ejrrcicios adicionales 

£ Cuando decimos que dos rectas son perpendiculares? 

Respuestar ................. 


2 Si por un punto exterior a una recta trazamos una perpendicular y varias obli- 
cuas, ^ sera alguna de las oblicuas, mayor que la perpendicular del punto a la 
recta? 

Respue*ta; . .............................. 


Si CD es perpendicular a AB, ^sera AB perpendicular a CD? ^Por que? 

Ri'sfmtsta: ....... 


^Cuantas perpendiculares a una recta podemos trazar que tengan la propiedad 
de pasar por un punto exterior a dicha recta? 

Respuesta: ........ -. 
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CEQMETRIA PLANA Y DEL ESPACIO 


Si AB = 2 BC y OB LAC, ^sera OA mayor, igual o menor que OC? Explicar 
en que se basa para dar la respuesta. 



Respuesta: 


Calif tea cion. 












PERPENDICULARIDAD Y PARALEL1SMO 
(Pags. 35-36) 

Seccioac* 

46. Reciproco. 

47. Distancia de un punto a una recta. 

48. Paralelumo. 

49. Teorema 7. 

50. Corolario. 

Puntos importanta 

Concepto de distanria de un punto a una recta. 
h) Concepto de paralelismo, 
c En el teorema 7, observar el hecho de que por un punto no pueden pasar dos 
perpendicu lares a la misma recta. 

Ejercicios adidonaks 

I ^Cual es la distancia mas corta que hay de un punto a una recta? 

Respuesta: ......... 


2 ^Cuando decimos que dos nectas son paralelas? 

Rt'sfwesta: .... 

^Que propiedad es aquella por la cual aceptamos que toda recta es paralela a 
si misma? 

Rfsputsta: ... 


4. ^Cu&ntas paralelas a una recta dada, se pueden trasar por un punto exterior 
a dicha recta? 

Respuesta: .......... 


Si dos segmcntos oblicuos son iguales, ; equidistan sus pies del pie de la perpen 
dicular? 

Res pun ta: ..... 


E-21 
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Calificaciorv 
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(Pags. 36-38) 

Sccciottcs 

51. Postulado dc Eurlides. 

52. Cornlirio 1. 

53. Corolario II. 

54. Corolario IU- 

55. Caracteres del paraleliimo 

56. Mltodn de demost racidn por reduce ion al absurdo. 


Punt os importances 

Estudio del postulado de Euclides. 

Observation respecto a que la negation de este postulado dio origen a las Geo- 
metrias no Euclidianas. 

A partir del postulado, dcducir los Corolarios I, II y III, 

Los caracteres del paralelismo pueden ser expresados tamhien conio 

|o. Reflexive 
2o, Simetrico 
3o. T ransitivo 

que son los mismos que los enunciados en la section 55. 

En que consiste el metodo de 


Kjereicios adicionales 

jQur podemos decir de dos rectas de un piano que son perpendiculares a una 
lercera? 

Respuesta: ........ 

(iGuantas paralelas a una recta dada, se pueden trazar [>or un pun to exterior 
a dir ha recta? 

Respuesta: ....... 

(i Que podemos decir de dos rectas paralelas a una tercera? 

Respuesta: ...... 

i Como es una |>er]>endicii]ar a una recta, con resjjecto a las paralelas de esta 
recta? 

pUfSt (1 * .........a....... ........ 


* * * * r I *■ * » 















PERPENDICULAR I DAD Y PAR ALELISMO 


E-'J3 


Explicar en que consiste el metodo de • •• i hi • ■ • '• itfnu’ 

Rt'Spue.vta: ,.... 


Calif icacion 
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GEOMETR1A PLANA Y DEL ESPACiO 



(Pags. 38-40) 

Section cs 

57. Problemaa gr&ficos. 

58. Rectas cor tad aj por una lecante. 


Puntos importantes 

Trazar una perpendicular a una recta dada, que pase por uno de sus puntos 
(por un extremo, por el centro o por cualquier otro punto). 

Trazar paralelas a una recta dada, que pasen por un punto exterior a dicha 
recta. 

Bisect riz de un anguio cualquiera. Forma de trazarla. 

Ejercicios adicionales 

Trazar la perpendicular al segmento AB, que pase por el punto medio de di- 
cho segmento. 

A X - XB 

Trazar la perpendicular al segmento AB anterior, que pase por el punto B. 

I Como trazarla la misma perpendicular del Ejercicio 2 sin prolongar el seg¬ 
mento AB? 

A X - * B 

' Trazar una paralela al segmento AB, que pase por el punto P. 


P 

X 


A * 




/\ 


Trazar la bisectriz del Angulo AOB. 


B 



Calificacion. 










PER PENDICULARIDAD Y PARALELISMO 
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(Pags. 40-41J 

Stccioncs 

59. Angulos ini ernes. 

60. Angulos externos. 

61. Angulos altemos. 

62. Angulos correspondientcs. 

63. Angulos conjugados. 

64. Pa rale) as cortadas por una secante. 

65. Rcciproro. 

66. Teorema 8. 

67. Redproco. 



Puntos importantes 

Dad as dos re etas, cortadas por una secante, reconocer los distintos angulos que 
se forman (intemos, extemos, etc.). 

Postulado de las paralelas cortadas por una secante. 

Teorema 8. 


Ejercicios adiciortales 



Demostrar que la suma de los angulos internos de un triangulo cualquiera es 
180 ° 

Respuesta: ........... 


Dada la figura, demostrar que la suma de sus angulos internos es 360°. 

A _ .3 


0 


C 
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Rr%jmf\ta: 


- * * * * 4 • V 0 * * * * F 


‘ ‘ M M t * 


4 Si MN f| PQ. 

M 


P 


dtrcir que nombre reciben los angulos: 

A AA AA A A A 

ft d y Ji. a y c, f y g, t y /. 

A /\ /\ #WV /\ /V A 

A y f'gy<\dyb,cy a. 

A A /V A A AAA 
f y e Y c, h y b, g y a, 

Rrspucita: o i *..,***.,*,, „ „.. B 

/>) , * *. # ,.. . . •. ^___ 



ry ..... 

/\ 

Si g ~ 49° en la figura del ejercicio an terior, esc riba los valores de los siguien- 
ies angulos r 


a 


/v 

h 


/v 

e 


i \ 


/\ 

/ 


A 
d a 


A 

< b 


/V 

/> r 


if) 


A 

<1 


Ftesfwi'tfa*: a i . . 


r i 




r) 


/I 




Calificacibn 



















PFRPENDICULARIDAD Y PARALELISMO 


E-2 7 


(Pags. 42-46) 

Stfcionw 

68. Teorema 9 . 

69. Reciproco. 

70. Teorema 10 , 

71. Reciproco, 

72. Teorema //, 

73. Reciproco. 



Pun to* importantes 

a Demostracion de los teoremas 9 } 10 y 11. 

Reciproco* respectivos de los teoremas anteriores. 

Notar que los 3 teoremas anteriores tienen teoremas reciprocos, y no todos los 
teoremas tienen su reciproco. 

Ejercicios adicionales 

De la figura, si CF es la bisectriz de EFD, EH es la bisectrix de BEF y CD || AB, 



demostrar que a + b = 90°. 

Respuesta: .. 


s\ 


A A 

!.!. Si e) angulo / es igual al angulo 2 mas ei angulo 3, demostrar que AB es para- 
lela a CD, 



Rt'spuesia: 
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3. 


4. 


Si AB |1 CD, RS1 ST, y 1 = 55°, indicar el valor de los siguientes angulos: 

v 5 A 

a) 2 

A 

b) 3 

A 

c ) 4 

A 

d) 5 



c) 4= . <-i 5 = 

A A 


Si MN || OP, a = 10°, f ■ 60°, indicar el valor de los angulos siguientei: 
A 



A 

Res pur st as: b — 

A 

d) e = 


A 

b C = 
A 

') g ~ 


/\ A A A A A A A 

Si 1 = 2, y 3 = 4, demostrar que 5 = 3+ 1 —-5 


A 

c rf = 





Calificacioi’L 
























Angulos con lados paralelos 
o perpendiculares 

(Pags. 47-49) 

SfrrioiiM 

74. Teorema 12 . 

75. Teorema 13 . 

76. Teorema. 14 . 

Punt os import antes 

Teorema* 12, 13 y 14. 

Ejercicios adicicmaks 

Dado el teorema siguiente: "si los lados de un angulo son perpendiculares a los 
lados de otro, los angulos son iguales o suplementarios”, com pie tar lo que se indica. 




Hipotesis; AB X DE, FE1 BC. 

a a 
Tests: d = c. 

Construction auxiliar: Tracese EG X FE y EH 1 DE. 
Demostracidn: 

1. BA IDE.-.BA || EH. i Per que? 

Respuesta: ..... 

A A 

2. ,\d = a. ^Por qu£? 

Respuesta; ...... 

A A 

c es el com piemen to de b. i Por que? 

Respuesta: ... 

A A 

a tambien es compiemento de b. ± Por que? 

Respuesta: .... 
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E-SO GEOMETRIA PLANA V DEL ESPACIO 

A A 

* .** c — a, £ Por que? 

Rt afiut'sta: ....... 


A A 

y se concluye que d = c. 


Calif icacion 










ANGULOS CON LADOS PARALEL.OS 


e-:u 


(Pag*. 49-53) 

Sccciones 

77. Te«rctna 15 . 

7B. TeoreittB 16 
79. Trorcma 17 . 



Panto.s impnrtanies 

a Ti’orenias 15, 16 y 17. 

Dada cualquier figura relativa a igualdad dr Angulos, definir la igualdad do iV 
tos on forma rapida y corrects. 

Ejercicios ad i donates 

Indicar si son faisos o verdaderos los siguientes enunciados: 

1 Si dos Angulos tienen sns lados respectivamente peqjendicularrs. dichos Angulos 
son complementarios. 

Respuesta: ....... 

2 Si un pun to pcrtcnece a la bisect ri/ do un Angulo, estr i-s equidistant** do los 
lados del Angulo. 

Respuesta: ............. ... .► - -... 

Si dos Angulos son complomontarios a un mi si no Angulo, estos Angulos son su- 
plrmentarios. 

Respuesta: ......... 

Dos Angulos son adyaemtes cuando tirnrn un lado coni tin. 

Respuesta: . . . ... 

Si los lados dr un Angulo son paralelos a los lados dc otro, dichos Angulos son 
iguales o suplriurntarios. 

Respuesta: ....... 


Calif i car ion. 











19 Triangulos y generalidades 

(Pigs. 54-58) 

Sctcion« 

80. Triingulo. 

81. Clarification dc los triangulos. 

82. Rrrtas y puntQs notables cn el triangulo. 


Pun lot import a iitcs 

Definition dr triangulo. 

Elemcntos de un triangulo. 

Clarification de los triangulos atendiendo a sus lados y a sus angulos, 

</) Que se entiende por perimetro y por semiperimetro. Formula del semiperime- 
tro de un triangulo cualquiera. 

Memorization dc lo que cs: mediana, altura t bisec triz, icentro, baricentro, orto- 
ccntro, circuncentro y mediatriz dc un triangulo. 


Ejcrcirins adiciottalcs 

Atendiendo a sus lados ,:que clasc de triangulos son los siguientes? 



Respuesta: ...... ... 

2 Atendiendo a sus angulos ^que clase de triangulos son los siguientes? 


A 

Rtspuesta; ......, 

Dear los nombres de los siguientes elementos del triangulo en el cual se cum- 
ple que: AC = CD, AD LBG, GD 1 AF y GE = ED. 
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TRIANGULOS Y GENERAL I DAD ES 


E-33 


G 



Decir tos nombres de los sieuientes elementos del triangulo ( en el cual se cum' 

_ _ A A A A 

pie que: AD — DB, AE = EC, ERL AC, NR 1 AB, a = b t c =* d. 



I En que clase de triingulos coinciden el el ntro el ntrt y el 

fircuncentro? 

Respuesta: .... .. ...* ■ 


C ali ncacifin. 
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(Pag*. 58-60) 



Stcciones 

83. Teorema 18. 

84. Angulo exterior de un triingulo. 

85. Teorema 19. 

86. Teorema 20. 


Puntfts impnrtantes 

Senalar el angulo exterior en diferentes clases de triangulos. 

Memorizar los teoremas 18 y 20, ya que se aplican comtantemente en diver 
sas ciencias. 


Ejercictos adicirniales 


1. 


/\ ^ /\ 

Si el angulo / es igual a 30° y EBC es recto, dar los valores de los angulos 
BAC + ACB y de ABC. 



Rcspuesta: 


Encontrar el angulo en el vertice de un triangulo isosceles si el angulo exterior 
en dicho vertice es igual a 140°. 

Respucsta: ............................... 

Un triangulo isosceles tiene un angulo de 30° en el vertice. *Qu£ angulos for- 
man las bisectrices de los otros dos dngulos? 

Rfspucsta: .......... 

^Cual es el menor angulo que puedc ser formado en un triangulo rectangulo? 

Respursta: .......... 


I Es cicrto que en un triangulo equilatero de cualquier magnitud, siempre el 
angulo exterior en cualquier vertice sera igual a 120°? i Por que? 

Resputsta: ......,.,.. 


Catificacmn 
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(Pigs. 60-63) 

Sceciones 

87. Ipualdad de triingulos. 

88. Propiedades de Ids triingulos. 



Puntos importantes 

Enunciado de los teoremas de igualdad de triangulos. 

Mini mo de eondiciones que deben cumplirse para que dos triangulos sean igua- 
les. 

Lados y Angulos horn6logos en un triangulo. 
d l Propiedades de los triangulos. 


Ejercicios adicionales 

Responder con Fa I o VVn a los siguientes enunciados: 

Dos triangulos son iguales si tienen los tres lados respectivamente iguales. 

Res (west a: ..... 

En un triangulo, un lado es mayor que la suma de los otros dos lados y menor 
que la difcrencia. 

Respuesta : ........-.. 

Dos triangulos son iguales si superpuestos coinciden, 

Respuesta: . ....... ..... 

Dos triangulos son iguales si tienen iguales dos lados y el dngulo comprendido 
entre ellos. 

Respuesta: ....* ■ *< 

En un triangulo a mayor lado se opone menor dngulo y viceversa. 

Respuesta: . ,............ 


Calificaciotu 









22 


Casos de igualdad de 

{Pags. 64-67) 

Seodonet 

89. Primer Caio. 

90. Segundo Caso. 

91. Tereer Cm 

Punt os import antes 

Explicar en que consiste el metodo de superposicidn para faeilitar la demostra- 
cion de los teoremas correspondientes al Primero, Segundo y Tereer Caso de 
Igualdad de Triangulos. 

/' Memorizacidn de los tres teoremas anteriores, 

F.jercicios adicionalcs 
En la figura siguiente: 

^ a ^ ' A 

MM v HM ** *n*> D 

se cum pie que AB = AD y DC = BC. Demostrar que: 

A A 

I. O = b. 

Res put'sta: .... 

^ zv 

ADE es igual a ABE, 

Respue.Ua: . 

3. BE = ED. 

Respuesta: ..,,.... 

4 AC 1 BD. 

Refpue.Ua: ..... . 

^ ZV 

5 ABC = ADC. 

Rcspuesta : ..... 


B 



triangulos 


Catificacidn 














GASOS de igualdad de triangulos 
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(Pags. 67-72} 

Sccciones 

92. Cases tie igualdad de triangulos rcctingutos. 

93. Aplicaciones de la igualdad de tri&ngulos. 



Puut(»s import antes 

« Maximas condiciones para que se cumpla la igualdad en los triangulos rectan- 
gulos, 

Diferentes cases y demostracidn de cada urio de ellos, 
c Aplicaciones diversas que pueden realizarse utilizando la proptedad de igualdad 
de triingulos rectingulos. 


Ejercicios adicionales 

1 Si BD es la bisectrix del Angulo ABC, CD 1 BC y AD 1 AB. 


Demostrar que CD = AD. 

Resptuita: ....... • 



De la figura anterior, si CD — AD, CD 1 BC y AD 1 AB, demostrar que BD 
es la bisectnz del angulo ABC. 

Respuesta; .*. 


3. 


a __ _ _ 

Si ABC es isdsceles, AC — BC y CD cs la bisectriz del dngulo ACB, demostrar 
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Rfsput via: 


£n la figura anterior, si CD es la bisectriz de ACB y CD 1 AB, demostrar que 
ADC = BDC. 

Rt .fput. ita: . .............. 

^fr***'-***'-*-'*’**-*"'-*-**-*'*****'* * *-***«■**-*-+**-- + »***'■* ■ ♦■ ■'t**-**-'*'* 

Demostrar el siguiente Corolario deducido de los Teoremas de Igualdad de 
Triangulos rectungulos: “Si un angulo agudo de un trianguto rectangulo es 
iguaJ a un angulo agudo dc otro triangulo rectangulo, los otros angulos agudos 
de am bos triangulos rectangulos son iguales”. 

Respuesta: ....... 


Calificacion 


















Poligonos 24 

(Pags. 73-75) 

Sec cion es 

94. Definicionea. 

95. Diagonal. 

Puntos import antes 

a ' Definicidn de poligono, 
b) Elementos de un poligono. 

Perimetro. Formula del perimetro de un poligono cualquicra. 
it) Memorizar los nombres de los poligonos de acuerdo con el numero de lados que 
tengan estos. 

Definicion de diagonal de un poligono. 

Ejercicios adicionales 

^Como se llama el poligono que tiene todos sus lados y angulos iguales? 

Respuesta: ..-. 

2 Si un poligono tiene n lados, ^cuantos vertices tendra? ;y cuantos angulos? 

Respuesta: ..... 

Si un poligono regular tiene 12 lados y cad a lado midc 4.5 cm <■ cuinto midc 
su perimetro? 

Respuesta: ... 

4 Decir el nombre de los poligonos siguientes de acuerdo con el numero de la¬ 
dos dado: 

3 lados Respuesta: ........................ 

4 lados ....... 

5 lados i-i . 

6 lados ... 

8 lados ... 

10 lados .. 

12 lados .. 

5. Definir lo que es diagonal de un poligono. 

Respuesta; .... 


Calificaeidn 
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(Pigs. 75-77) 


Scccionc* 

96, Teorema 24 . 

97, Valor dc im ^rtgulo interior dc urt poligono regular. 

98. Teorema 25 * 

99. Valor dc on ingulo exterior dc un poligono regular. 
100. Teorema 26, 


Punt 05 importantes 

Memorizar la f 6 muila para obtener ia suma de ios angulos interiores de un 
poligono en funci 6 n del numero de lados dc dicho poligono. 

Deducir el valor de un angulo interior de un poligono regular, partiendo de 
la f 6 nnula anterior. 
c) Analizar el Teorema 25. 

Formula del valor de un dngulo exterior de un poligono regular en funci 6 n del 
numero de lados del poligono. 

•J Aplicacidn del teorema 26 en diferentes poligonos. 

Ejcrcicios ad k'it males 

1 . La raz 6 n de la suma de los angulos interiores de un poligono a ia suma dc los 
angulos exteriores es de 5:1. ,|de que poligono se trata? 

Respuesia: ..... ...* 

La suma dc los ingulos interiores de un poligono es igual a cuatro veces la 
suma de los Angulos exteriores de dicho poligono. i De que poligono se trata? 

Respuesta: . .. ... 

En el Pentagono Regular siguiente, calcular el valor de los angulos que se mues- 
tran en la figura: 

a) a =- 

/v 

b) b =- 

/V 

c) c = -- 



En la figura, se encuentra dibujado un poligono regular. Con teste lo que a 
continuacion se pide: 









POLIGONOS 
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5 Si la suma de los Angulos cxteriores de un jwUgono regular es igual a la suma 
de los angulos interiores de dicho poligono ^cuantos lados time? 

Resf>ue$ta : ........... 


Calificacloii- 
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(Pags. 77-80) 

Seccione* 

101. Teorcma 27 . 

102- Teorcma 28 . 

103. Reciproco 


Puntos imporiantes 

Numero total de diagonales que pueden trazarse desde tod os los vertices, en un 
poligono cualquiera. 

Aplicaci6n de la formula anterior en diversos poligonos. 

Igualdad de poligonos al descomponerlos en igual numero de triangulos que 
scan respectivamente iguales. 


Ejercicios adicionaks 

Si el numero de diagonales que pueden trazarse desde un vertice de un poligo- 
no es igual a la suma de los angulos interiores dividido por 240, <■ de qu6 po¬ 
ll gono se trata? 

Respuesta' ....-. 

El numero de diagonales que pueden trazarse desde un vertice de un poligono 
es igual a la suma de los angulos exteriores menos 358. ^Cuantos lades tiene di- 
cho poligono? 

Respuesta: ...... 

^Cual es el numero total de diagonales que se pueden trazar en un Eneagono? 

Respuesta: . ........ 

iCuaL es e! poligono en el cual se pueden trazar 90 diagonales en total? 

Respuesta: ......... 

Si el numero total de diagonales que se pueden trazar en un poligono es igual 
al cuadruplo del numero de diagonales que se pueden trazar desde un vertice 
l dc que poligono se trata? 

Respuesta: ...... ...... . 


Calif icac ion. 









Cuadrilateros 

(Pigs, 81-82) 

Scccionei 

104. Cuadrilitero*. 

105. Ladoi opueitn*. 

106. Ladas consecutivos. 

107. Vertices y Angulos opuestos. 

108. Suma de Angulos interiores. 

109. Diagottales desde un vArtice. 

110. Nfiroera total de diagonales. 

Ptmtos import an res 

Definition de Cuadrilatero 
Elementos de un cuadrilatero. 

Apliracion de las formulas ya vistas, que nos dan la suma de los Angulos Inte¬ 
riors, las diagonales desde un vdrtice, y el numero total de diagonales en un 
cuadrilatero. 

Ejercirios adicionales 

^Cual es el numero de diagonales que se pueden trazar desde un vertice en un 
cuadril&tero? 

Re spuesta: ..... ............. 

c Cual es el numero total de diagonales que se pueden trazar en un cuadrilatero? 

Respuesta: . .. .. 

tCual es el valor de la suma de los angulos interiores en un cuadrilatero? 

Respuesta: . ...... 

“La suma de los angulos interiores de un cuadrilatero es igual a la suma de los 
angulos extern ores de dkho cuadrilatero". Demostrar esta aseveracion, aplican* 
do las fdrmulas adecuadas, 

Respuesta: . ... . . 


Expresar lo que se entiende por vertices y angulos opuestos de un cuadrilatero. 

Respuesta: .... 



Calificacion. 
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GEOMETRIA PLANA V DEL ESPACIO 

(Rags. 82-85) 



Ill. Clasificaci6n de k* cuadrilileros. 

] 12. Claiificaci6n de los paralelognunos. 

113, Clasificacion y element©* de los trapecios. 

114. Clasificacion de los trapezoides. 


Punt os import antes 

a) Memorizacion de la clasificacion de los cuadrilateros. 

b) Reeonocer por medio de las figuras, de que tipo de cuadrilatero se trata. 
i Nombres de Sos trapecios y elementos de los mismos. 


F.jercicios adiciorvaks 

l)ecir si son Fnlsoi o (V;. • los siguientes enunciados: 
i. Rectangulo es el cuadrilatero que dene $us cuatro angulos y los lados iguales. 

Respuesta: . ....... 

2 Romboide es el cuadrilatero que dene los lados iguales y los angulos condguos 
designates. 

Respuesta: ........ • * ■ 

i. Trapecios Rectangulos son los cuadrilateros que tienen dos angulos rectos. 

Rctpuesta: ............ 

4. La distancia entre las bases de un Trapecio se llama diagonal. 

Reipuesta: ..... 

5 En los Trapezoidcs simetricos, las diagonals fonuan un angulo de 60°. 

Rexpursta: ........ . 

Califtcacion- 










CLIADR1LATEROS 

(Pigs. 86-88) 

Secdana 

115. Propiedades de los paralelogramos. 

116. Tewema 29. 

117. Reciproco, 

Puntos importances 

a Demostraci6n de las propiedades de los paralelogramos. 

b) Mostrar ia ventaja en la construed on de paralelogramos, conociendo sus pro¬ 
piedades. 

c) Propiedades particulares del rectangulo, de! rombo y del cuadrado, a partir de 
las propiedades generates de los paralelogramos. 

d : Demostradon del teorema 29 y su teorema reciproco. 

Ejercicios adidonalcs 

!. Construir un cuadrado cuya diagonal sea igual a 4 cm. 

Rexpuexta: ... 


E-45 

29 


Construir un rombo cuya diagonal sea igual a 5 cm. 


d ^Cual seria el maximo valor que puede tener un lado de un rectangulo, si las 
diagonals son iguales a 7 cm cada una? 

Re spues ta: .......... 

Demostrar la siguiente propiedad de los paralelogramos: “Dos Angulos conse- 
cutivos de un paralelogramo son su piementarios”. 

Respuesta: ........ 
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Aplicando la igualdad de triangulos, demostrar que “Las diagonals* de ttn nec- 
tdngnlo son iguales”, 

S (f St f 4 F ■ F ■ F 4 4 F * I 4 F 4 4 4 # 4 4 F 4 4 • 4 4 4 I ■ ■ I F I 1 F F * 4 < F F ■■**■44 4 * « F F F 4 F F F f 4 4 


Calif icacidn.___ 
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Segmentos proportionates 

(Pags. 09-91) 

trrckunes „ . , . , ._ 

118. Rcpajo de las propiedades dc las proporcionw. 

119. Cuarta propordonal. 

120. Terrera proporcional. 

121. Media proportional. 

122. Seric de razones iguales. 

123. Razon de dos segmentos. 

124. Segmentos proportionates. 


Pantos import antes 


n Explicar lo que se entiendc por razon y por proportion. 

Definir lo que es el antecedente y el consecuente en una proporcion cualquiera. 
Memorizar las propiedadcs principals de las proportions indicadas en la Sec- 

ci6n 118. 

Analizar io que es cuarta, tercera y media proportional 
Comprender cl concept© de segmentos proportionates. 


Ejercicios adicionaks 

Un numero es igual a 275 veces otro ruimero y la razon de estos dos numcros 
es 7:12. Hatlar dichos numeros. 

Respuesta: .......... ■ j L « "..... 

Encontrar la media proporcional entre 6 y 24. 

Respuesta: .*.*.. * * . 

Encontrar la cuarta proporcional a 3, 5 y 27. 

Rcsfmesta: .. .*.*... 

Encontrar el valor de x en la proporcidn: 

x _toy 

2y x 

Re spues la: .*. 

5. Encontrar el valor de t en la siguiente proporcion. 

(2x + 8) : (jc + 2) = (2* + 5) : (x + 1) 

Respuesta: ... .*.. . . 

Ca I ifi cation------ 
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(Pags. 91-94) 

Secciones 

125. Dividir un segment© en otro* dos que estin cn una razon da da. 

126. Teorema 30 . 

127. Teorema 31 . 

128. Ohoervacidn. 

Punlos importantcs 

Establecer la forma de dividir un segmento en una razon dada. 

Demostrar que el punto P quc se obtiene al dividir el segmento en una raz6n 
dada es unico. 

Teorema de Tales, 

Demostrar que el teorema de Tales es absolutamente general, y que se verifica 
para cualquier numero de paralelas y para cualquier posicibn de las transversaies. 
Demostrar que el teorema tambien se verifica lo mismo que l os segment os scan 
conmensurables o inconmensurables entre si. 

Expliear lo que significa que dos segmeutos sean conmensurables o inconmen¬ 
surables entre st. 



Ejercicios adirinnalcs 

_ 3 

I Dividir el segmento AB en la razon ^. 

A x-* S 

_ 5 

Dividir el segmento AB en la razon -. 

A *--*3 


3. 


x _2 c 

Si —^—■ = -, demostrar que tambien 


+ 2 


c + 3 
3 ' 


Res put:st a: 


c Son V2 y V3 toninensurabies? 

Respucsta: ... . 


CB CD _ _ 

Demostrar que en la figura — *= = si se cumple que BD || AE 

BA DE 













SEC MENTOS PROP< JRCIONALES 
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c 



Respuesta: . 


Calificacidn 









E-50 


GEOMETRIA PLANA V DEL ESP AGIO 

(Pags. 94-96) 



Secciones 

129. Teorema 32 . 
130- Rctiproco. 
131. Corolario 


Punlos imporlanles 

Aplicacion del teorema de Tales para la demostracion del teorema 32. 
h Demostracidn del teorema reciproco y del corolario del teorema 32. 



En la figura, si BD || AE y CB = 2 AB, ^que valor tienen CD y DE? 

Respuesta: ....• • >.* • ... 

2 En la figura, si BD If AE, CB = 9 cm, BA = 4.5 cm y CD - 7 cm <que valor 
tiene DE? 

Respuesta: ..... 

En la figura, si BD || AE y CB = ^ CA, ^que valor tienen CD y CE? 

Respuesta: ....... 

Los lados no paralelos de un trapezoide miden 10 y 15 cm. respectivamente. 
Una recta paralela a las bases divide al lado de 10 cm en la razon 1:4. Encon- 
trar en que razon queda dividido el segmento que inide 15 cm. 

Respuesta: ......... 

Una Hnea paralela a un lado de un triangulo y que pasa por el rentroide de 
dicho triangulo i en que razon divide a los otros dos lados del triangulo? 

Respuesta: ......... 


Calificacion 




















SEGMENTOS PROPORCIONALES 

(Pag*. 97'98) 
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Seccionrs 

132. Tertrema 33 
!33. Problems. 

134, Comprobari6n. 



Pantos imporlantes 

Propiedad tie la bisectrix de un angulo interior de un triangulo. 
b) Forma de calcular los segmentos detcrminado# en uno de los lades de un 
triangulo. por ia bisectriz del angulo opuesto a dicho lado. 

Enscriar a comprobar los valores obtenidos sumando los segmentos. La sum a de 
estos segmentos debe ser igual a la magnitud del lado considerado del triangulo. 


Ejereicios adicionales 

1 Los Ires lados de un triangulo niiden 20 cm, 16 cm y 12 cm. Encontrar los seg* 
mentos determinados en el lado inenor por la bisectriz del angulo opuesto a 
dicho lado. 

Respuesta : .. - ►..... 

Rcpetir el ejereiclo l, pero determinando los segmentos en el lado mayor. 

Respursta: .*..... 

Muestrc conio divjdir un lado dc un triangulo en segmentos projwrcionales a los 
otros dos lados. 

Respuesta .-.. 


I Los trcs lados de un triangulo miden 16. 24 y 32. Encontrar los segmentos de¬ 
terminados cn el lado mayor |>or la hisectri* del angulo opuesto a dicho lado. 

Respuesta: - ......-.. 

Ke]JCtir el ejcrcicio anterior, ]X‘ro deleru linando los segmentos sob re el lado 
menor. 

Respuesta: ... - •.*...... 


Calif tcacion 
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(Pags, 98-103) 



Seccionrs 

135. Problemas graficos sobre segmentos proporcionales. 

136. Dividir un segment© ca parte* proporcionales a varies nuroeros, 

137. Hallar la cuarta proportional a tres segment os dados. 

135. Hallar la cercera proportional a dos segmentos dados. 


Puntcs importautes 

Resolution de problemas relativos a razones y proporciones empleando el metodo 
grafico. 

Ejercitar el manejo del compas y la regia. 


Ejcrcicios adicionales 

Resolver los ejercicios siguientes graficamen te: 

Dividir proportionalmente a 3, 5 y 7 un segmento de 15 cm. 


Respuesta: ....... 

Hallar la cuarta proportional a segmentos que miden 3, 6 y 9 cm, 


Rfsput'sta: ....,. 

Hallar la tercera proportional a segmentos que miden 5 y 7 cm, 


Re spue st a: 








SEGMENTOS PROPORCIONALF.S 
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4 Dados los segmentos w, y, z, constmir un segmento x tal que yx — wz. 



Respuesta: ..................’ *' *' 

5 Encontrar la cuarta proportional a segments que miden 2, 5 y 3 cm en mag 
nitud respectivamente. Compruebese algebraic amen te. 


Raputsta; 


Calificacion 
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Semejanza de triangulos 

(Pags. 104-106) 

Srcobnu 

139. Drfinirion, 

140- Lados homologos. 

141. Caracttrei de la semejanza de trlingulos 

142. Razdo de semejanza. 

143. Manera de establerer la proporcionalidad de !os lados. 


Pun los import antes 

') Definicidn de semejanza de triangulos. 

Signo de semejanza. 

Memorizar la forma de estabtecer la pro pore ion a lid ad de los lados. 

Los caracteres de la semejanza de triangulos tambi^n pueden ser definidos como: 

1) Rfl'U.xuv, 2) Simftrno, 3) k Transt!iio. 


Ejercicios adictonales 

Definir lo que se entiende por lados horndlogos de un triangulo. 

Respuesta: ...... 


tQue se entiende por razon de semejanza en un triangulo? 

RtSpue star . ...... 


Establecer la proporcionalidad de los lados de los triangulos siguientes en los 

A A A A A A 
cuales se cumple que a = d, b — e, c — f. 
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SEMEJANZA DE TRIANCULOS 
^Cuando sr. dirt‘ quo dos tuanyulos son M'niej antes? 

Respitesta: ....*., -.. .. 


Si los angulos de dos triangulo* son respeetivamente iguales ^seran igualrs tam- 
bii'n sus I ados rcsfx*ctivo*? 

Ris punt a; ................... 


Calificacion 
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(Pags. 106*108) 

Sncionrs 

144. Tforana 34. 

145, Catos dc trmrjanzii de triAngulos. 


Pun los importantes 

n Teorema fundamental de existcncia de triangulos semejantes. 
b) Teorema reciproco. 

Definition de los casos de semejanza de triangulos. 
Memorizar los casos y ejemplificarlos numericamente. 


Ejercicios adicionales 

Contestar con Faho o rdtukro los siguientes enunciados: 

1. Tod a paralela o un lado forma con los otros dos lados un triangulo igual al 
primero. 

Rapuesta: ..... . ... 

2. Dos triangulos son semejantes si tienen dos lados respectivamente iguales. 

FU’spuesta: ........ ....., _ __ 

Dos triangulos son semejantes si tienen dos lados proporcionales e igual el an- 
gulo opuesto a uno de estos lados. 

Rtapuesta: ..,............ 

Dos triangulos son semejantes si tienen dos angulos respectivamente iguales. 

Rtispuesta; ...... 

5 Todo triangulo semejante a otro es igual a uno de ios triangulos que pueden 
obtenerse trazando una paralcla a la base de este. 

Rtiput'ita: .......... 


Calificacion 









SEMEJANZA DE TRI ANGULOS 

(Pigs. 109-112) 
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Seccioncs 

146. Primer caso 

147. Segundo cato. 
14fl. Tercer caso. 


Punins importsntes 

Importancia fundamental de los casos de semejanza de triangulos, debida a su 
constante aplicacion. 

Demostracion de los tres cases utilizando el teorema fundamental de existencia 
de triangulos semejantes. 



Ejercicios adioionalcs 

Indicar la proporci6n necesaria para demostrar la semejanza de triangulos en 
los siguientes ejercicios: 



Respuesta: 
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Respue.ita: 



Rtspuesia . 


Calificacton. 













SEMEJANZA DE TRIANGULOS 

(Pags. 112-116) 


38 
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Secctones 

149. Casos dp semejanza de triinguloa rect Angulos. 

150. Proporcionalidad de las alturas dp dm triAnguIos semejantes. 


Pun to* import antes 

tt Razonar los casos tie scmcjanza de triangulos rectangulos. 

Notar que las demostraciones se fad titan at tratar con triangulos rectangulos. 



j antes. 

Ejercicios adicionales 

La sombra de un arbol, cuya altura no se conoce, rnide 15 m, y la sombra de 
uni vara vertical dc 6 m de alto mide 2 m. Las medidas fueron tomadas a la 
misma hora, estando el arbol y la vara muy proximo* uno del otro, ,;que altura 
tiene cl arbol? 

Resput'sta; ........ 

Demostrar los siguientes enunciados: 

Dos triangulos son semcjantes si sus lados son respectivamente paralelos. 

Respuesta: ... ... 


Dos triangulos son semcjantes si sus lados son respectivamente perpendiculares. 

Respuesta ....... 


Dos triangulos semcjantes a un tercero, son semcjantes entre si, 

Resputsia; ....... 



c 


A 


B 
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Rtputfito. . .....* * ■ ■ ■ 


Calificacion-- 






















Reladones metricas en los triangulos 


(Pags. 117-120} 

Sfccionrs 

151. Proyecciones, 

152. Proyeccionr.s dft los lados dr un triangulo. 

153. Teorcma 38 . 



Punfos imporfantcs 

Hacer notar que las proyecciones son ta base de la geometria descriptiva. 
Definicidn de proyeccidn. 

Proyeccion dc un segmento en varias posiciones, sobee una recta dada. 

Forma de expresar las proyecciones evitando confusiones. 

Estudiar con cuidado lo que se verifica al trazar la altura correspondiente a la 
hipotenusa en un triangulo rectangulo. 


F.jercicios adicionales 

1 l Que conclusiones se pueden obtener si las proyecciones de dos lados de un trian¬ 
gulo sobre el tercer lado son iguales? 

Respuesta: ........ 

2 (iCual es la proyeccion de un segmento sobre una recta, si dicho segmento es pa* 
ralelo a la recta? 

Respuesta: ..... 

^Cual sera la proyeccidn si cl segmento es perpendicular a la recta? 

Respuesta: ........... 

1 <iSon unicas las proyecciones de los catetos de un triangulo rectangulo sobre la 
hipotenusa? 

Respuesta: ......... 

tCual serta la proyeccion de un cateto sobre el otro cateto en un triangulo rec¬ 
tangulo? 

Respuesta : ....... 


Calificacion. 
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E-62 


GEOMETRIA PLANA V DEL ESPAClO 



(Pigs. 120*123) 

Spccionrs 

154. Teorema 39. 

155. Corolario V. 

156. Corolario 2". 

157. Teorcma 40, 


Puntos import ante* 

ii ) Memorizar el teorcma de Piiagoras. 
b) Generalizar el teorema de Pitdgoras. 

A plicae ion de la ley de Piiagoras para la rcsolucion de un rombo, de un tnan- 
gtilo isosceles, de un trapccio, etc. 

Ejercicios adicionales 

1 Eneontrar La allura de un triangulo isosceles si su base mide 8 cm y sus lados 
iguales miden 10 cm cada uno. 

Risputstai .....*... 

> Eneontrar el lado / de un rombo si sus diagonals miden 30 y 40 cm, respect iva- 
inente. 

Rt spussta: .. . .* ■ •. 4 - ■ 4 .* * * ’' 

Hallar la diagonal d de un rombo si un lado mide 26 cm y la otra diagonal 
mide 20 cm. 

R t i put'at a z ...»•••»•» *.. *.* .*. . * 

4 Eneontrar la altura del trapecio de la figura: 


12 cm 



Rt'\pucsta: .. . — .. 

Eneontrar el lado dc un cuadrado si su diagonal mide 5 cm. 

Rcspuesta: ......... 


Calificacton 
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Scccionts 

158. Clasificacion de un iriingulo conociendo los trcs lados. 

159. Ciltulo de la proyecci6n de un lado sobre otro. 

160. Cikulo de la altura de un triingulo en funcidn dc los lados. 


(Pags. 123-127) 


Pun (os importantes 

i ApUcacidn del teorema de Pitagoras para reconocer si un triangulo es rectan- 
gulo, acutangulo u obtusangulo, 

Proyeceiones de. un lado de un triangulo sobre otro lado, La trigonometria fa- 
cilita este calculo empieando la funcion coseno. 

1 Memorizar la formula para calcular la altura dc un triangulo en funcion de los 

lados. 


Kjcrcicios adirionales 

Clasificar los triangulos siguientes, dados sus lados: 
al#« 7, 6 = 6, c = V85 

b) a = 6 6 = 5 f = 8 

c) a =s 7 6—6 c = 6.5 

Res puesta: a )................. b)...., .. c) ................. 

2. Dados los lados de un triangulo, a = 14, b = 7, c = 9, calcular la proyeccion 
de los lados ay b sobre el lado c. 


Rispuesta: 


Calcular la menor altura de los siguientes triangulos: 
a a = 12 , b = 18 , c = IS 
h '4 = 30 , b = 24 , c - 18 
cia = 2 , 6 = 3 , t = 4 

Respui’sta: a) .. b J, ...... c) 

\ Calcular la mayor altura de los siguientes triangulos: 


a a = 9 , 

6 = 8 , 

c = 6 

h a - 8 , 

6 = 6 , 

e = U 

c a - 7 , 

6 = 8 , 

c = 10 

Resput'xta: 

a).. ., 
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:> Dadas las tres alturas de un triangulo ^podrian calcularse los tres lados de di- 


cho triangulo? 

Ri\puata: 



Calificacion 












Circunferencia y circulo 


(Pags. 128-131) 

Secriones 

161. Definition. 

162. Puntos interiors y punt os exteriores. 

163. Ctrculo. 

164. Circunferencias igualrs. 

165. Arco dc circunferencia. 

166. Cuerda. 

167. Diametro, 

168. Posiciones de una recta y unn circunferencia. 

169. Figuras en el circulo. 

170. Angulos centrales y arcos correspondienies, 



Puntos importames 

Gonceptos que deben memorizarse. 

— Definition de circunferencia y circulo. 

— Cuerda, arco y diametro de una circunferencia. 

— Sccante v tangente a una circunferencia. 

Figuras que deben analizarse: 

— Segraento circular. -- Corona circular. 

— Sector circular. — Trapecio circular. 

Puntos comunes de una secante y de una tangente con una circunferencia. 
Comprender el concepto de angulo central y de arco correspondiente a dicho 
angulo. 


Ejcrcicios adicionales 


Es< ribir el nuntero que le corresponde en las figuras a los elementos siguientes: 


Punto interior 
Pun to exterior 
Arco 
Cuerda 


- Diametro 

- Secante 

—— Tangente 
- Radio 


-- Segrnento circular 

-Sector circular 

- Corona circular 

-Trapecio circular 

— Angulo central 



Calificacioi 
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{Pags. 131*133} 


43 

Sctciojin 

171. Igualdad de angulos y arcos. 

172. Desigualdad de ingulos y arcos 

173. Arcos consecutive*, y suma y diferencia de arcos. 

174. Teorema 42. 


Juntos import antes 


a Ejemplos de igualdad y desigualdad de anguios y arcos. 
h ■ Operaciones de suma y diferencia de arcos. 
f Propiedades del diametro. 


Ejercicios adicionaks 

i Si un arco se divide en dos partes, ^su angulo central quedara dividido tam- 
bien en dos partes? 

Rexpuesta: ..,........ 


En la figura siguiente, O es el centro de la circunferencia y AB es su diametro. 

/v 

Si oi) || AC. demostrar que a = b. 


D 



Rsspuesie: 


^ Ouanto mide el angulo central de una cuerda igual al radio del circulo? 

Rexpuesta ‘ . ....* 

4. jjComo se llaman !os lados de un angulo inscrito? 

Respuesta: ..... 
















CIRCUNFERENC1A Y CIRCULO 
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B 


Respuesta: . ., 


Calificacion 
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(Pags. 133-135) 



Scccioncs 

175. Scmicirewnferenciai. 

176. Semirirciilot. 

177. Teoirma 43. 

178. Teorema 44. 


Puntos imporlantcs 

Comprender el concepto de semidrcunferencia y de semicirculo. 

Estudiar con cuidado el teorema. 43. 

Comp render el teorema 44. 

Eicrcicios adicionales 

_ /\ 

I En la figura, si AC es diametro de la circunferencia. demostrar que ABC cs 

recto. 



Respuesta: 


2 . En la figura anterior, si AB = AD y BC - DC, demostrar que AC es cl dia¬ 
metro. 

Hesfrucsta: .... ....■ 

4 I i f > « I * 4 * I * * * » ■ i » i f ,*,ti* l,t*i*ft*f 4 4*<*** + **«*‘*''*"’ ■“**■■* 11 ■■ * * * ■* 4 » 

_ A _ ,_ 

En la figura, AB es el diametro y la bisectriz del angulo ACD, ON X AC y 

OM 1 AD. Demostrar que AC — AD. 
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Respuesta 


En la figura anterior, si AD = AC, ON 1 AC y OM 1. AD, demostrar que 
AON = AOM . 

Respuesta: ...*.... 


^Es lo misnio dedr semicircunferencia que semicirculo? ^Por que? 
Retput sta: ..... 


Caiificacion 
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45 

Socciones 

179. Teorema 45. 

180. Teorema reclproco. 

181. Teorema 46 . 

182. Teorema rcciproco. 

Punt os ini port antes 

a Relaciones entre las cuerdas y los arc os correspondientes. 
b ) Relaciones entre las cuerdas y sus distancias al centra. 

Ejercicios de aplicacion para la comprension de die has relaciones. 
Teoremas reciprocos respective*. 


Ejercicios adicionaks 

Contestar con b'al j o dad* ro los siguientes enunciados: 

! Diametros del mismo o de circulos iguales son iguales. 

Respuesta: ... 

En circulos iguales, cuerdas iguales tienen arcos iguales. 

Rtsputsto: ................ 

Un diametro perpendicular a una cuerda biseca dicha cuerda y su arco. 

Rtspuesta: ..... 

4. Si un radio biseca a una cuerda, entonces forma con dicha cuerda 60°. 

Respucsta: ..*.... 

:j En un mismo circulo, cuerdas iguales equidistan del centra del circulo. 

Resputstai ............... 


Calificacidnu 












CIRCUNFERENCIA Y CIRCULO 

{Pags. 138-141) 
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46 

SncMKi 

103, Tangente a la circunferencia. 

104, Teorema 47. 

1 83. Teorema reclproco, 

186. Normal a una circunferencia. 

187. Teorema 48. 


Puntm importances 

Tangente y normal a una circunferencia, 

Punto de tangencia o punto de contacto. 

Perpendicularidad de la tangente con el radio, en el punto de contacto. 
Demostracidn del teorema 47. 

Distancia de un punto a una circunferencia (cuando el punto es interior y cuan- 
do es exterior). 


Kjercicios ad ic ion airs 

1 ^ Como se Hama el punto comun a una circunferencia y a una tangente a dicha 

circunferencia? 

Respuesta : ..... 

2. Demostrar: “Una linea recta perpendicular a un radio de una circunferencia 
en su extreme, es tangente a dicha circunferencia”. 

Respuesta: ..... 


3. 


A /V 

Demostrar que a = b en 


la figura, si BD es el diametro de la circunferencia y 



Respursta: 
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Si AB es tangente a la circunferencia y 0 es el centra de dicha circunferencia. 
encontrar el radio de la circunferencia si AB = 4 y AO — 6, 



Rexpuesta: .. ...... ... 

En la figura anterior, si el radio de la circunferencia es igual a 8 y AB — 12. en¬ 
contrar AO. 

Respucstu: ........ 


Caiificacioa 











CTRCUNFERENCIA Y CIRCTJLO 

(Pa S s. 141-144) 
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Secdoncs _ 

188 . Posiriones relatives de dos eircunferencias. 

189. Circunferenrias cxteriores, 

190. Circunferenrias taitgcntes rxtenormente. 

191. Circunferencias see an tea. 

192. Circunferencias tangemes mtrriormenle. 
19S. Circunferencias in ter tores. 

194 . Cirevriferencias ronr^ntricas. 


Punlos import antes 

u Posiciones relativas do dos circunferencias. 

Propiedades rcspecto a la distancia entre los centres de las circunferencias. 
Ptmtos comunes se^un sus [»osiciones relativas. 


Fijerddm adicionalcs 


En el espacio en bianco esrnbir cl numero corresjrondiente de aruerdo con la 
posicidn de las circunferencias siguientea: 


(lircunferennas tangentes 


monte. 

-Circunfcrencias tamjentrs 

mente. 

-Circunfercadaa exteriores. 

- Circunferencias sec antes 

- Circunferencias interiors. 


interior- 

exterior* 





CaUficacidn 
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(Fags. 144*148} 

Sct'cioncs 

195. Teorema 49. 

196. Teorema rcciproco. 

197. Teorema 50. 


Puntos importantcs 

<; J Aprender las f6rmulas respectivas que nos dan las distancias entre ios centros 
de dos circunferencias de acuerdo con sus posiciones relatvvas, 
h Demostrad6n del teorema 50. Recalcar el hecho de que las paralelas pueden 
estar en cualquier posicion respecto a la circunferencia, en los tres casos de 
dicho teorema. 


Ejercicios adicionales 

Si r l = 4 cm y r s = 6 cm, encontrar la distand a entre los centros de las cir¬ 
cunferencias siguientes: 



Respuesta: .... * - -.*...*. 

Si r, = 10 cm y r 3 - 20 cm, encontrar la distancia entre los centros de las 
circunferencias siguientes. 



Respuetia: .- ■ ■ -. 

Demostrar: “Si dos lineas rectas determinan arcos iguales en una circunferencia, 
estas son paralelas”. 

Respuesta: ..... 
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Construir graficamente la tangent? a la cirnmferencia siguiente en el punto A. 



Construir una tangcntc paralela a la cuerda AtN de la circunferencia del ejer- 
cicio anterior. 


Calificarioiv 







Angulos en la circunferencia 

(Pags. 149451) 

Secdonct 

196- Angulo central. 

199. Medtda del angulo central. 

200. Angulo inscrito. 

201. Angulo lemi-inscrito. 

202. Angulo ex-imcrito. 


Pitnios importanies 

n f Definiciones de angulos en la circunferencia. 

b) Gomprender el conccpto de que a igualdad de angulos, las longitudes de los 
arc os son distintas para circunferencias dife rentes. 

, Com prender lo que es angulo inscrito. semi-inscrito v ex-inscrito. 


Ejerricins ntlicionales 

Esrribir el nombre de los siguientes Angulos rn la figura. 



A 

lit * fmi ftas: a ....... 

A 

f> ... ■ 

A 

r .. 

A 

rf .... 

;Gu.tl es el mayor valor de un angulo inscrito en una circunferencia? 

Mr spin'st a: ... 

; Dciuostrar que: "En una misina circunferencia o en circunferencias iguales. los 
angulos centrales son projrorrionales a sus arc os correspond ientes . 

Rtspneskt: . . ....-.. 
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VNGl I.OS F-N LA CIRUL NEERENGIA 

4 Tra/ar. utilizando un transportador. los Angulos siguientes: a) 23° b' 47° c) 
115° d) 223° cl 345°. 


Rexfmrsta: ,.. .... 

Definir lo que es Angulo semi-inscrito y Angulo ex-inscnto. 

Resjtuesta: ....- * *.. 


Catiftcacion 
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(Pigs. 151-154) 


5° 

SeccioMi 

203. Teorema 51. 

204. Corolario I. 

205. Corolario 2. 

206. Arco capaz de un inguio. 

Punters important** 

Medida del angulo inscrito, Demostracion de los diferentes casos tomando en 
cuenta la posicion del centre de la cireunferenda respecto a los lados del an¬ 
gulo inscrito. 

h Ejemplificar el corolario /. Todos los angulos insen t os en el mismo arco son 
iguales. Definicion de arco capaz. 

. J Memorizar el corolario 2 del teorema 5/. 

Ejercicios adicioiuks 

De la figura siguiente; 



r\ * o 

I Si MP = 220° y O — 40°, encontrar MN. 

Rt\i fmesta : 

A o 

Si MN — 55° y O = 30°, encontrar MP, 

Resputsta: . ...- 

r\ r> * 

Si MP — 200° y PN - 110°, encontrar O. 

Rfsput sta: .... 

r\ r\ * 

Si PN ~ 120° y MN = 70°, encontrar O. 


Resftut'tta; 
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r'l a 

5 En la figura siguiente, encontrar x y y } si x = AB, y = O. 


f ’i 



Respuesta: 


Calif icadoiv 
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(Pigs. 154-156} 


Sroriwei 

207. Tcornua 52. 

208. Teorema 53. 

209. Angulo interior. 

210. Angulo exterior 


| J untos importantes 

,i i Dc most ration de los leoremas 52 y 53 res pec to a la medida del angulo senii- 
inscrito y del angulo cx-inscrito en una circunferencia. 
it i Recordar lo que es punto exterior y punto interior a una circuitlerencia. 

, ) Definicion de angulo interior y angulo exterior. 


Kjercieios adieionalrs 

Si x = 50°. encontrar y en la figura siguiente: 


l 


Reifmesia: 

2 En la figura anterior, si - — 200°, encontrar v. 

Rvshutxta. .... 

r\ s\ 

3 En la figura siguiente, si AB = 100° y CD - 90°. encontrar BOA. 












XNGL'LOS EN LA CIRCl NFERENtllA 


r,-m 


/\ r' i 

En ta figura anterior, si DO A — 60° v AB = 105°, cncontrar CD. 

Reshutsta: .............. i.... 

C\ s\ „ r\ 

En la figura siguiente, si AB = t80° y CO A — 73°, eneontrar BC. 


R< \/nu '■ta: 



Calificacton 






Relaciones metricas en la circunferencia 



(Pags. 157.161) 

Srccioncs 

211. Teorema 54 . 

212. Teorema 55. 

213. Teorema 56 . 


Puntos imporlantcs 

Medida del angulo interior y del angulo exterior a una circunferencia. 
Memorizar las fdrmulas que nos dan dich as medidas. 

Ejemplos diverges sobre medidas de angubs interiores y exteriores. 

Formula que nos da la relation entre dos cuerdas que se cortan en una circun¬ 
ferencia. 


Ejercicios adicionales 

/V n\ 

En la figura, si O es el centra de la circunferencia, ODE = 22° y CD = 93°, 
encontrar: 



Rtffiuesta: .. 

r\ 

La medida del arco BE 


3. 

4. 

5. 


R t * tmesta: . . 

fl\ 

La medida del arco BC. 

Rrspuesta: . . 


La medida del angulo BAE. 

Respuesta: ....... 

Inscribir geoinetricaniente un angulo de 45° en una circunferencia, 

Respuesta: ......... .. 


Calif icacidn 
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(Pags. 161-163) 

Secciones 

214* Teorcma 57. 

215. Teorcma 58 , 

216. Division ^urea- 

217. Cikulo ana I i tiro del segmento aureo. 



Puntos importantes 

Gonceptos que deben memorizarse: 

— Formula de la relacion entre sec antes. 

Formula de la relacion entre la tangente y la secante trazadas desde un punto 
exterior a una circunferencia. 
h ' Comprender cl concepto de segmento aureo. 

Aplicando la propiedad de las proporciones calcular analhicamente el segmento 
aureo y establecer la formula respectiva. 

Ejcrcicios adicionalcs 

1 La circunferencia de la figura tiene |jor radio 6 cm; siendo O su centro, AB = 
2 cm y AE — 4 cm, calcular AC. 



Rt spucsta: ,............... 

2 Si en la figura anterior AD — 18 cm, AR — 3 cm y AC = 5 cm, calcular Ah. 

Rexpuest a: ..... 

j Si en la figura, AR - 4 cm, CD = 3.5 cm y QB - 5 cm, calcular QD. 



Rr.spur.ita: 


C 
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# , _ _ 

En la figura siguiente, si QT = 15 cm y QA = 7 cm, encontrar cl valor de AB. 


15cm.* 



Respuesta: ..... 

Si el segmento aureo de un segments es igual a 7 cm ^cuanto mide dicho seg- 
mento? 

Resput’sia: ........ ... 


Calificacion 
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(Pags, 163-166) 



Scccinaei 

2J8. Ejeroplo*. 

219. Division iurda de un segmento. Solution grifica. 

220. justification del mrtodo grifira. 


Pun I os importantes 

<i Realizar Jos ejemplos de la seccion 218 para calendar los segmentos aureos. 

b) Forma de resolver el problems de la division aurea graficamente, 

c) Comparer soluciones greficas y analiticas y establccer la justificaci6n del meto- 
do grafico. 


Ejercicios ad i donate* 

1. Encontrar la formula en la que se obtenga el segmento en funcion del segmento 
aureo: a — f{x): 

Rtupufsta; ..... 

2. (fCual es el segmento cuyo segmento aureo es igual a 11 cm? 

Resfmesia : .,....... 

3 . Encontrar graficamente el segmento aureo de un segmento de 11 cm de Ion- 
gitud. 

Reipueita: ,........ 


4. Demostrar que el segmento total es igual a 1.61 veces el segmento aureo. 

Respueita: .......... . 

5. Hailar graficamente el segmento aureo de 19 cm y comprobar analit teamen re. 

i 5 e J t Q . ... . . . . . . . ... .... ...... • ... .. a. . . .... ....... .... ... ... .... . 


Calificacion 















Relaciones metricas en los poligonos 




(Pigs. 167-170) 


Scccionn 

221. Poligonos regulates. 

222. Poligono inscrito. 

223. Cirtunfrrencia circunscrita. 

224. Poligono rircurucrito. 

225. Circunferenria inscrita- 

226. Radio dr un poligono regular. 

227. Angulo central. 

228. Teorema 59. 

229. Corolario. 

230. Teorema 60. 


Pitntos importances 

Conceptos que deben memorizarse: 

— Definition de poligono regular. 

— Radio de un poligono regular. 

— Angulo central. 

Comp render los conceptos de: 

— Poligono inscrito y circunscrito. 

— Circunferencia inscrita y circunscrita. 

Forma de trazar gr&ficamente un poligono inscrito o circunscrito a una circunfe- 
rencia 

Demostracion de los teoremas 59 y 60, 

Ejerctcios adiciunales 

Definir los tenninos que a continuation se indican: 

Poligonos regulares, 

Ri sput sta: ...... 


Poligono inscrito y ]>oligono circunscrito. 

Rispuwsta: .... 
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Circunferencia inscrita y circunferencia circunscrita. 

Rnpuesta: ... 


Radio de un poligono regular. 

Rrsfiuesta: .... — .. 

Angulo central. 


Caltficacion 
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(Pags. 170-172) 



Seccioacs 

231. Teorema 61. 

232. Apotciaa. 

233. C&lrulo de la a pot cm a en funcion del La do y del radio. 


Puntos imporiantes 

Memorizar el concepto de apotema. 

Analizar el teorema 61 y generalizarlo: Todo poligono regular puede ser ins- 
trito o circunscrito a una circunferencia, 

Analizar la const race i6n grafica necesaria para calcular la formula del apotema 
en funcion del lado y del radio. 

Haeer noiar cjue el teorema de Pitagoras es la unica ayuda necesaria para llegar 
a dicha formula. 


Ejercicios adicionales 

tQue se entiende por apotema? 

Rt'sf/utxia: .. 

Deiuostrar (jue todo poligono regular puede ser circunscrito en una circunfe¬ 
rencia”. 

Respue sta: .......... 

^Cuanto mide la apotema de un hexagono de 6 cm de radio? 

Respuesta: .,..... 

I- Expresar el lado de un poligono en funcion del radio y de ia apotema. 

Respuesla: ................... t ... . .. .... 


CU tin to mide el radio de un hexagono si su apotema tiene un valor de 8 cm? 

Respuesta: ... ...... 


CaHficadon 
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(Pags. 172-176) 



Scccioncs 

234. Cilculo del lado del poligono regular inscrito dc dobie numero de lados. 

235. Calculo del lado del poligono circunsrrito, 

236. Aplicaciones. 

Punter* importantes 

Razonar la forma de ronstruir la formula del lado del poligono regular inscrito 
de dobie nuineio de lados. 

Notar que se utiliza so I amen te el teorema de Pitagoras generalizado y la formula 
del apolema en funcion del radio y del lado, para llcgar a la formula anterior. 
Memorizar las consirucc tones auxiliary para ei calculo de los lados del poll- 
gono inscrito y circunscrito. 

Resolver los ejemplos de la seccitSn 236. 


Ejcrcicios adicionales 

CaJeular el lado de un doderagono inscrito en una circunferencia. en la cual 
se encuentra inscrito un hexagono cuyo lado mide 4 cm. 

Respui -star .. ........ 

Ss el lado de un cuadrado inscrito en una circunferenda es igual a 23 cm, cakn- 
lar el lado del octagono inscrito en la misma circunferencia. 

Rt sfwt'ita; ....... . 

Rasandose en los datos del ejercicio 2, cakular el lado del poligono de 32 lados 
inscrito en la misma circunferencia. 

Rex pur it a: .......... 

El lado de un pentagono inscrito en una circunferencia de 18 cm de radio, mide 
9\ 5.53 cm: cakular el iado del deeagono inscrito en la misma circunferencia. 

Respite sta: . . .......... . 

Calcular el lado del [joligonn de 20 lados inscrito en la circunferencia del ejer 
cicio 4. 

fCespuexta: ....... . .. . , 


Calificacion- 
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(Pags. 176-179) 



Seccionn 

237. t’alculo del lado del hexagono regular. 

23fl. Cikulo del lado del triangulo equililero. 

239. Lado del cuadrado. 

240. Teorema 62. 

Punlos import antes 

Memorizar el hecho de que el lado del hexagono regular inscrito cs igual al 
radio. 

h) Calculo del hcxagono regular, del triangulo equilatero y del cuadrado inscrito. 
Deducir los pasos necesarios para el calculo del lado de cualquier poligono ins- 
crito en una circunferencia. 


Kjereicios ad ie tunnies 

Calcular el lado del hexagono regular inscrito en una circunferencia de 7.62 cm 
de diametro. 

R*‘.\pUr*ta: ....... 

El lado de un triangulo equilatero inscrito en una circunferencia niide 3.6 cm. 
Calcular el lado del cuadrado inscrito en la misma circunferencia. 

Resfiuesia: ....*. . 

^Cuanto mide la altura tie un triangulo equilatero inscrito en una circunferen¬ 
cia de 7.6 cm de radio? 

Renpui'sta: - -.. ............. ... 

I El lado de un cuadrado inscrito en una circunferencia mide 11 ciu. Calcular el 
lado del triangulo equilatero inscrito en la misma circunferencia. 

Respursta .* .......... 

Aplicando la propiedad del segmento aureo, calcular el lado del decagono regu¬ 
lar inscrito en una circunferencia de I m de radio. 

Respursta: ....... 


Calif icacion 
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fPags. 179-183) 

Scccionn 

241. CAltulo del lado del decagono regular inscrito en una circunferenria. 

242. Teorema 65. 

243. CAlcuto del lado del petitAgono regular inscrito en una circunfertncia. 

244. CAlculo del lado del oriigono regular inscrito en una circunferenda. 


Puntos importantes 

Propiedad que tiene el lado del decagono regular inscrito respecto al segmento 
aureo del radio. 

Aprovechando esta propiedad calcular el lado del decagono inscrito. 

Razonar la propiedad que tiene el lado del jientagono regular. Estudiar la cons- 
truccion auxiliar detenidamente, 

Cakulo del pentagono y del octagono regular inscritos. 

Comprobacion del lado de! pentagono por ios dos metodos. 



Ejercicios adicionalcs 

Aplicando la propiedad del segmento aureo, calcular el lado del decagono re¬ 
gular inscrito en una ctrcunferencia de 21 cm de diametro. 

Respuesta : ......... 

’ si un decagono inscrito en una circunferenda tiene 10 cm de niedida por lado. 
calcular el valor del radio de la ctrcunferencia a la que esta inscrito. 

RupVi'sta: .-...... 

Aplicando la propiedad que tiene el lado del pentagono regular, encontrar el 
valor de un lado de este si esta inscrito a una circunferenda que tiene un radio 
de 14 cm. 

Rexpuesta: .......... 

I Construir el rcsultado del problema anterior, midiendo la hipotenusa y compa- 
randola con el resultado obtenido analiticamente. 

Respuesta: ..... ..... 

Si el lado de un octagono regular es igual a 3 cm, calcular el radio de la cir- 
cunferencia a la que pucde estar inscrito. 

Respuesta: ........ 


Califkacion 
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Poligonos semejances. 
Medida de la circunferencia. 


(Pags. 183-189) 

Secciwn 

245. Cilt ulo del lado del dodecigono regular inscrito en una circunferencia. 

246. Resumen de las formulas de los poligonos regularr*. 

247. Poligonos semejante*. 

248. Observation importantc. 


I'untos in ijmmI aiiles 

it} Calculo del lado dodecagono regular inscrito. 

b) Hater un cuadro general de las formulas obtenidas y dando el valor de un ra¬ 
dio cualquiera, aplicar las formulas para calcular el lado de cualquier poligono 
inscrito. 

Establecer los requisites indis|K i nsables para que dos poligonos sean semejantes. 
if) Dcfinicion de lados homologos en dos poligonos semejantes. 
i ) Explicar lo que significa: 

— Condition necesaria. 

— Condition suficiente. 

Condition necesaria y suficiente. 


Ejercicios adicionaks 

]. Hallar el lado del dodecagono regular inscrito en una circunferencia que tiene 
2 m de radio. 

Ri spumta: ........ 

2. Expresar el lado del octagono regular inscrito en una circunferencia. en funcion 
del lado del pentagono regular inscrito en la misma circunferencia. 

R*:s fmesta: ........ 

Encontrar la fdnnula del lado del dodecagono regular inscrito en una circun¬ 
ferencia, en funct6n del lado del octagono regular inscrito en la misma cir- 
cunferencia. 

Rtipunta: ...... 

I. ,:Es necesaria y suficiente la condition de que dos poligonos son semejantes 
cuando tienen sus angulos ordenadamente iguales y sus lados homologos pro- 
porcionales? 
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Rfspuata: .*...... 

5. ^Cuando sc dice quo una condicinn t-s necesaria y cuando que cs suficiente? 

Respursta: ....................... — ......... , 


Calificacion 
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(Pags. 189-192) 



Secciones 

249. Teorema 64 , 

250. Teorema 65. 

251. Coroiario. 

252. Teorema 66 . 


Pun Ur. import antes 

Teorema 64 de semejanza de poligonos rcgulares. 

Razon de los l ad os, de los radios y de las apotemas de dos poligonos regu lares 
del mismo numero de lados. 

Memorizar la formula encontrada en el teorema 65. 

! Demosiracion de que la razon entre el perimetro de un poltgono regular y el 
radio o didmetro de la circunferencia circunscrita es constantc. Ejemplificar. 
Aprovechar la propiedad de las poligonales (envolvente v envuelta), para de- 
most rar el teorema 66. 


Ejerci cios ad icion ales 

Gontcstar con Fa!? o \ ■ <? los siguientes enunciados: 

! Dos |>oltgonos irregulares del mismo numero de lados son setnejantes, 

Rripur.a: , .-...... 

La razon de los lados de dos poligonos rcgulares del mismo numero de lados 
es igual a la raz6n de sus diametros. 

Rt ' put *ta? .... ;■•. .. 

La razon entre el periinetro de un poltgono regular y el radio de la circunfe- 
rencia circunscrita, es constant? para todos los poligonos regu la res del mismo 
numero de lados. 

Rnput ita: ...... 

En una circunferencia, cl per [metro de un jjoligono regular de 2 n lados es mc- 
nor que el perl metro del poltgono regular inscrito de n lados. 

Rcspucfta; ................. . . 

La razon de los penmetros de dos ]X)ligonos regulares del mismo numeros de 
lados iiiscritos a circunferencias diferentes. es igual a la razon de los diametros 
de dichas circunferencias. 

Rtxpunto: ... ....... . ...... ... 


Calificacion 















POLIGONOS SEMEJANTE5 

(Pags. 193-196) 
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Seccionts 

253. Tcorrma 67 . 

254. Longitud de la circunferencia. 

255. Relacmn enlrc la apotema y el radio. 

256. Teorema 68 . 

257. Corolario. 

258. El n^mcro AT. 

259. Corolario. 

Puntos importante* 

a ) Explicar lo que sc cntiende por Umite. 

Dcmostracion de quc el limite del poiigono inscrito, cuando el numero de la- 
dos se hace infinite, es )a circunfercncia en la cual esta inscrito dicho poligono. 
i Analizar la relacion de la circunfercncia al diametro para cualquier circunfc- 
rencia. 

’ ;i El numero tt . Diversas formas de obtenerlo. I rrac ion alidad de dicho numero. 
Memorizar la formula C — 2tt r. 

Ejercicios adicionalc* 

Conlesie con St o No los siguientes ejercicios: 

] La relacion de la circunfcrencia a I radio es constante para todas l as circunfe- 

rencias. 

Riixput'sta : . .......... 

La longitud dc una circunferencia dcpende del diametro de dicha circunfe- 
rencia. 

Rcspuesta ; .., . . ....... — * * * • 

La razon de las longitudes de dos circunfcrencias cualesquiera, es constante. 

Respuesta: .. . ...* *.. 

Conociendo el valor de la longitud de una circunferencia, podcmos trazarla. 

Rt‘&ftU€sta; ... 

El numero it es racional. 

R fspuesta: .... . .. 


Gaiificacion 
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(Pag*. 196-202} 


Sc crime* 

260. Cikulo dr la longuud dc una circunferencia. 

26L Lonjritud de un arco dc rircunfcrrncia dc n fl , 

262. CUculo dc valora aproximados de sr, 

263. Metodo grifiro para rectificar aproximadamente una circunferencia. 

264. Juitificacidn dc la conatruccion anterior. 


('unto* importantes 


l Aplicaciones dc la formula die la circunferencia cn funcion del radio. 

Memorizacion dc la formula que nos da la longitud de un arco dc n° en fun¬ 
cion del radio y de los n 0 

Entcnder la forma de obtener valores cada vez mas aproximados al valor de 
it (metodo de los perimetros). 

Analizar el metodo grafico para rectificar una circunfercncia. 


Ljcrcicio* ad i dona lev 

I La long it ud de una circunferencia es de 3 m. Calcular el radio de diclia clr- 
cunferencia. 

Rcspuesta: .. 

El lado del pentagono inscrito en una circunfercncia mide 3 cm. Hallar el 
valor de la longitud de la circunfercncia. 

Respuesta: ............ . 

Un arco de 60° mide 6 m, Hallar el diametro de la circunferencia que con¬ 
vene die ho arco. 

Rt sfiut sta: ...* »•.... 

Rectificar graficamentc una circunfercncia que tiene 4 cm de diametro. 


Rfsfiuesta: ^. .. . . .. 

✓\ r> _ 

Hallar el angulo AOB en la figura, con los datos viguientes; AB = 2 m, OB 

= radio — 1.5 m. 
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W t \ ft Ut~ 't ft; *» > # ♦ 


Caiificacion 








64 


Areas 


(Pags. 203-205) 

Secckmei 

265. Superficie. 

266. Area. 

267. Medida dc una superficie. 

268. Suma y diferencia de areas. 

269. Figuras equivalentei. 

270 . Carat teres dr la equi Valencia dr figuras. 

Pun Los importantes 

Conceptos que deben memotizarse. 

— Definicidn de superficie. 

— Definicion de area. 

— Figures equivalentes. 

h Comprendcr el concepto de a ,V 

Forma de medir una superficie, 

Ejercicios nespecto a suma y diferencia de areas. 
Caracteres de equivalencia. 


Ejercicios adicionalev 

Definir lo que es area. 

Rcspuesta: ... 


Definir lo que es superficie. 

Respuesta: 


^Como son las areas de dos figuras equivalentes? 

Respuesta: .. 


Expressr los caracteres o propiedades de la equivalencia de figures. 

Respuesta: ......... 


£-98 
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,:C6mo se efectua la medida de una superficie? 

Respuesta: .... 


Gaiificacion 
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(Pag*. 205-207) 

Scrcwnct 

271. Teorema 69. 

!I72. Teorema 70. 

273. Tcorema 71* 


i’oniov import antes 

Explicar lo que signifita unidad comuit de medida. 
hi Analizar cl teorema 6*?. 

A parlir del teorema 69, demostrar los teoremas 70 y 71. 

Ejerdcios que faciliten la comprension dc estos teoremas. 

Ejcrcieios .ulirionaks 

Dos rcctangulos son iguales, si tienen iguales las bases y las alturas respectiva- 
mente. 

lit k/wejulfl: ....... 


Si dos rectAngulos tienen las alturas iguales, sus areas son proporr ion ales a las 

bases. 

Rt %put <tti: ........ 


La ra/6n de las areas de dos rectangulos es proporcional a la razor) del produrto 
de las bases jx>r sus alturas. 

R> tfmssta . ....... 



Si en la fignra, A es el punto medio de BC y DE y BD || CE. demostrar que el 
area del triangulo BDE es igual al area del triangulo BCE. 

C 


Rt spue it a; 











\Rli.\S 
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Si en la figura. O ts el punto medio de MN y BD , y A BCD es un paralelogranio. 
demostrar que el area del paralelograino ABNAf - area del paralelogramo 


MNCD, 



Rnpursta: 


Calificaeidn 
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(Pags* 207-209) 


Secrionts 

274. Teorema 72, 

275. Tcorema 73. 

276. Corolario. 


Puntos imporlanles 

Memorizar la f6muila que nos da el area del rcctdnguio. 
Deducir el area del cuadrado a partir de la del rectangulo. 
Memorizar la formula del area del cuadrado. 


F.jercicicB adicionalcs 

£] area de un cuadrado es igual a 60 cm-. Encontrar el radio del circulo en que 
puede estar inscrito. 

Respuesta: ........... 4........................ t............. 

La diagonal de un rectangulo midc 10 cm y forma un angulo de 35° con un 
lado. Hallar el area del rectangulo. 

Rcspuesta: ....*.*.* ... 

El area de un rectangulo es de 43 cm" y un lado midc 6 cm: encontrar el valor 
de la diagonal del rectangulo. 

Respuesta: ....... 

El lado de un cuadrado mide .v — 2. Encontrar su area. 

Respuesta: ...... 

Un terreno esta valuado en $300.00 el metro cuadrado. Si mide 18 m de lado 
y el terreno tiene forma cuadrangular ,;cual es el precio de dicho terreno? 

Respuesta: ....... 


Calif icacidn 















AREAS 


E-103 


(Pigs. 209-212) 



Seccimn 

277. Teorema 74. 

278. Tcorema 75. 

279. Corolario i , 

280. Corolario 2. 

281. Corolario. 3. 


Puntos importantes 


a) Area del paralelogramo. 

Razonar con respecto al area del paralelogramo y la del rectangulo. 
Memorizar el area del triangulo, 
d) Demostrar e! corolario / y 2. 

Recordar la definicion de equivalencia de figuras geometricas. 


Ejercicios ad ic ion ales 

Si las areas de un rectangulo y de un paralelogramo son iguales, .jcual sera la 
altura del paralelogramo si su base mide 10 cm y la base y la altura del rectan¬ 
gulo miden 14 y 12 cm. respectivamente ? 

Respuesta: ..... 

2 Encomrar el area de la figura siguiente: 



4 -13 cm --* 


Respuesta: .*.. -...* * 

Si un triangulo y un cuadrado tienen areas y bases iguales, y el lado del cuadra- 
do es de 7 cm <cual es la altura del triangulo? 

Respuesta: .-.. - .... *.. 

], La hipotenusa y un lado de un triangulo rectangulo miden 24 y 17 cm respec- 
tivamente. Encontrar el area del triangulo rectangulo. 

Respuesta: ....»..* * * * 
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Expresar el area de un paralelogramo en funcion del area de nn triunpulo quo 
tenga igual base y altura que dieho paralelogramo, 

Reipuesta: ..*... 


Calif icacion 
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(Pigs. 212-214) 

Srrcionri 

282. Teorema 76, 

283. Teorema 77. 



Puntos impor (antes 

Deducei6n del teorema 76 y 77. 
b) Aplicacion de los teoremas anteriores en cjercicios-di versos. 


Kjercicios adirionales 

_ _ _ 

I Encontrar el area del triangulo ABC si AD — 6 nu AE = 7 m_ BD = 1 m. DAE 


ZV 

- 60° y Area del triangulo ADE — 18.19 m*. 


B 



Rtspuesta: ........ 

En la figiira sigtiiente, si AC — 8 m, AC* = 9 in. y area del ABC — 30 m J , en- 

/\ 

rontrar el area del AB'C', 


» 



Rexpuesta: ...... 

En la figura anterior, si AB - 6 m, area del triangulo AB'C* — 60 m 5 y area 
del triangulo ABC — 50 in", encontrar ta magnitud del lado AB*. 

Rcspuexta: ......* • * ■ 
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_ /\ 

4 En la figura ameriot, si AB' 3 AB y area del ABC = 10 tir, encontrar cl 
area del AB'C'. 


Respuesta: 


_ -— 

En la figuta anterior, si AB'C/ = 2 ABC v AC = 3 cm, encontrar AC r . 


Rtsfmesta: 


Calif ica dun 
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(Pigs. 214-216} 



Secciones 

284. Teorcma 78. 

285. Tcorcma 79. 

286. Teorema 80. 


Puntos important^ 

(1 Memori/ar la formula del area del triangulo en fundon de sus lados. 

I, Deducir de esta formula, el area del triangulo equilatero. 

Analizar la f6rmula de! area del triangulo en fundon de sus lados y del radio 

de la drcunfcrenda inscrita, 

Ejcrcicios adidonales 

1. Los lados de un triangulo son 6, 7 y 10 m, respectivamente. Haliar su area. 

Respuesta: ...* - ■* *••. .. 

En un triangulo, un lado mide 3 m, otro lado 5 ni y su semiperimctTO es igual 
a 3.75 m. Encontrar el area de dicho triangulo, 

Respuexta: ,.. . ....*. 

X El area de un triangulo es igual a 28 cm- y dos lados miden 9,5 y 7.8 cm res- 
pectivamente. Haliar el valor de su semiperimetro. 

Rfspuesta: ........ 

; El area de un triangulo equilatero es igual a 13 cm*. Encontrar el valor del lado. 

Rcspuesta: ..-.- - * • •...- 

El semiperimetro y el area de un triangulo miden 3 cm y \ 3 cm-, respectiva¬ 
mente. Encontrar el radio de la drcunfcrenda inscrita en dicho triangulo. 

Respuesta: ....... 


Calificaddn 
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Scccionn 

287. Teoreroa 8t. 

288. Trorema 82 . 

289. Corolario, 

298. Teorema 83. 

I’untos import ames 

Owiceptos que deben memorizarse. 

— Area del triangulo en funcion de sus lados y dd radio de la timmfcrcncia 
circunscrita. 

Area del rombo. 

— Area del cuadrado en funcion de su diagonal. 

Area del trapecio. 

Com para r las formulas del area del cuadrado en funcion de su diagonal v la 
del rombo. 

Escribir las formulas de las areas con palabras y meinori/arlas de esta manera. 


Kj ere ir ios ad ic ion a les 

Emontrar la formula del radio de la circunferencia circunscrita en tin triangulo. 
en funri6n de Ins lados unicamente de dicho triangulo. 

Resputsta ■ ,,...... —. 

Si Ios lados de un triangulo miden 7, 7.5 y B cm, respectivamente, encontrai el 
;irea y el radio de la circunferencia ciminscrila en dicho triangulo. 

Rfcpuf\ta .. — ... 

El area de mi uimbo es igual a 28 cm-. Encontrar el valor de la diagonal. 

R* 1 j) a t /1 . .*■*... ....... ....... 

La diagonal de un cuadrado niide 6 cm. Hal la r su area. 

Demostrar que el area de tin tra|>ecio es igual al producto de la aitura por la 
linea media (es el segmento que une los puntos medios de los lados no paralelosh 

Rfspuesta: . . ...... 


Calibration 
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(P 4 gs. 220 - 223 ) 



Serrinnes 

291. Teorcmn 84 . 

292. Teorema 35. 

293. C’orolario. 


Pantos import antes 

- 1 Conceptos que dchen memorizarse; 

Area de un jjoiigonn regular. 

Area del cimdo, 

h) Estudiar los teoremas 84 y 85. 

Analizar kw conceptos dc 1 unite para la demostrarion del area del circuit. 


Ejercicios adicionaks 

1 El area dc tin pentagono cs igual a 23 nr. Enron trar el valor de su lado. 

Respite^A'- .*.... 

Encontrar el area de un triangulo equilatero si su apotema es igual a 2\ 3 cm. 

Respuesta: .......... ........ 

Hallar el area tie una ciriunlVrcncia si su di a metro midc 3 tn. 

Rt ' pttesla: ......*.-.-.*. 

} El area de itna eircunfcrencia cs igual a 20 nr". Hallar el lado del pentagono 
inscrito en dicha eircunfcrencia. 

Respites!a: ...• ■ -.: • • * 

La apotema dc un hexagono es igual a 13 cm. Hallar cl valor dc la razdn dc la* 
areas de la eircunfcrencia circuuscrita v dc dicho poligono. 

Respuesta: .......... - - - 


Calificacidn 
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(Pags. 223-226) 


Serckme* 

294* Teorema 86 * 

295, Teorema 87 , 

296* Corolario. 

297. Sectores circulares semejante*. 

298. Tcoixma 88 * 

Puntos importantes 

Deduccidn del area de una corona circular. 

<•) Memomar la formula del area de! sector circular. 

Comparar el area del sector circular con el area de un triangulo que tenga por 
base la longitud del arco del sector y por altura e! radio de la drcunferencia, 
Propiedades de los sec tores circulates semejantes. 

Ejcrdcios adicionales 

I. Encontrar el area de una corona circular comprcndida entre dos circunferenctas 
de longitudes iguales a 12-rr m y lOn- m, respectivamente. 

R t pur Ha: ...... 

El area de una corona circular es iguaJ a 33 m 3 y su radio mayor mide 4 m. 
Encontrar c! radio menor de dicha corona. 

Rf fpue.Ua: .... *.. 

Encontrar el angulo central de un arco cuya longitud es de 12 tt cm si el area 
del sector circular cs igual a 48ir cm 3 . 

Rcspuesta: ..... ■................. 

Si el area de un sector de una drcunferencia de 4 m de radio mide 16 m z , en¬ 
contrar el area del sector semejante al anterior en una drcunferencia de 5 m 
de radio. 

Rrsfiuesta . ..*...... 

5 Encontrar el area de un sector circular de 60° si el radio de la drcunferencia 
es igual a 6 cm. 

R, ipue.Ua: . . ... 


Calif icarion 
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See clone* 


299. Teorema 89. 

300. Corolafio. 

.301. Area del segmento cirrular. 



Puntos import antes 

Deducir la formula para calcular el area del trapecio circular. 

EquiValencia enire el trapecio circular y el trapecio rectilineo. Condiciones. 
Kazonar la forma de hallar el area de un segmento circular. 

Haccr un resumen de formulas para la aoiicacion dirccta de elks. 


Ejercicios adkionalcs 

], Encontrar el area de un trapecio circular limitado por dos radios que form an 
un angulo central de 25° y por dos arcos de radios 28 y 35 cm, respectivamente. 

Respuesta: . ..... 

Encontrar el area de un segmento circular si el radio de la eircunfercncia es de 
8 cm y su angulo central es de 75°. 

Respueita: ....... 

Hallar el area de. un segmento circular si su cuerda mide 20 cm y eata a una 
distancia de 4 cm del centro de la circunferencia. 

Respuesta: ..... 

Hallar el area de la figura siguiente; 



RiSpufita: 
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Hallar el alrea sombreada de la figura siguiente donde r, y r« son los radios de 
las circunferendas rorres|x>ndicntes, 



Rcspuesta; 




CaJificacton 
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Rectas y pianos 

(Pags, 233-236) 

Secdooes 

302. Determlnacidn del piano. 

303. Posiciones de dos pianos. 

304. Posiciones de una recta y un piano. 

305. Posicioncs dc dos rectas cn el esparto. 

306. Teorema 90. 

307. Teorema 91. 

308. Corolario. 

309. Teorema 92. 

Puntos ini porta ntes 

Analizar las diversas formas de determinar un piano. 

Compmbar que las unicas posiciones que pueden tener dos pianos entre si son: 
cortarse o ser paralelos. 

, j Determinar las posiciones que pueden ocupar una recta y un piano. Igualmente 
para las posiciones de dos rectas en el espacio. 

,/j Intersecciones de dos pianos paralelos con un tercer piano que los corte. 

, } Analizar los teonemas 91 y 92. 

Ejercicios adicionalcs 

| (i Puede detenninarse un piano poi^ dos puntos? i Por tres puntos situados en una 
jlnea recta? ,;Por que? 

Respuesta : ......... .... ...... 


2 ^Es posible que la intersection de dos pianos sea un punto? Dar razones. 

Respuesta: ... 


^Guando se cumple que una recta y un piano tienen mas de un punto comun? 
Respuesta: ....... 


,:En que caso dos rectas tienen mas de un punto comun? 

Respuesta: ..... 


E-113 
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Demostrar el teoreina siguiente: 

Una recta perpendicular a otras dos que se in terse can, es perpendicular al piano 
formado por dichas rectas. 

Respuesta : ...... 


Califtcacion 
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311. Teorema 94. 

312. Teorema 95. 

313. Teorema 96. 


314. Recta perpendicular a un piano. 


Puntos import antes 

Ana!i7ar los teoremas 93 y 94. 

Estudiar detenidamente el teorema 95. 

Demostrar que los seginentos eorrespondiemes que se forrnan al cortar dos re etas 
eon un sistema de pianos, son proportionates, 

Mcmorizar el concepto de recta perpendicular a un piano y pie de la perpen¬ 
dicular. 

Fjercicios adicmnales 

Contestar con o los siguientes ermneiados: 

I. Si un piano corta a uno de dos pianos paralelos, carta tambien al otro. 

Respuesta: • • - *........ 

Si dos pianos son paralelos a un mismo piano, tienen una recta comun. 

Respuesta: *.* - ■ .... 

Dos rectas para Idas a una tercera tienen un pun to comun. 

Respuesta: .*...*.. 

Si se cortan dos rectas por un par de pianos paralelos, los segmentos correspond 
dientes son proporcionales. 


Respuesta: 


Una recta es perpendicular a un piano si es perpendicular a una de las rectas 
del piano que pasa por la intersection. 


Calificacion 


Respuesta: 
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(Pags. 239-242) 


Seccioties 

315. Distancia de un punto P a un piano «. 

316. Paralelitmo y perpend icularidad, 

317. Distancia entre dos pianos a y j3 paralelos 

318. Postuiados. 

319. Angulo diedro. 

320. Angulo reciilmeo correspondiente a un diedro. Medida de un Angulo 
dicdro. 

321. Igualdad y desigualdad de Angulos dicdms. 

322. Angulos diedros consccutivos. 


Puntcs importantcs 

Analizar cual es la distancia de un punto P a un piano a. 

Comprobar que dos rectas paralelas son perpendiculares a un piano, si y solo 
si una dc las rectas es perpendicular a dicho piano. 

Visualizar dos pianos paralelos en el espacio y la distancia entre dichos pianos. 
Comprobar que esta distancia es la minima que existe entre los pianos. 
Memorizar los conceptos de: 

— Angulo diedro. 

— Caras del diedro, 

—- Aristas del diedro. 

— Angulo rectilineo de un diedro. 

— Angulos diedros consecutivos. 

Definition de igualdad y desigualdad de angutos diedros. 


Ejcrcicios adicionalcs 

,j Cual es la distancia del punto P al piano de la figura, si APB es perpendicular 
al piano, AB — 16 cm, AP — 12 cm y BP = 18 cm? 



Respuexta: .. 

^Cual es la distancia entre dos pianos paralelos? 

Respuesta: ... 
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3. Explicar ]o ijue es un angulo diedro. 

Rrxpuesta: ... < • •...... 

■I. En la figura siguiente, encuentre dos pares de ingulos diedros eonsecutivos. 



Rrxpuesta: . .. v .• .. 

I Pueden tenet una arista ramun dos angulos diedros? ^Pneden tener una cara 
cot nun? y P° r qut*? 

Res finest a: . .......... i............. 


Calif icacidn 
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(Pags. 242-245) 


Seedoaes 

323. Pianos perpendiculares. 

324. Plano bisector de un inj^ulo diedro. 

325. Proyrccidn de un punto A sob re un piano «. 

326. Distancia entre dos rectas que se cruzan. 

327. Angulo poliedro convexo. 

328. Seeci6n plana de un Angulo poliedro. 

329. Angulos diedros en un Angulo poliedro. 

Punt os impor (antes 

Definition de pianos perpendiculares aprovechando la definition de angulo 
diedro. 

Comprobar las propiedades de los pianos. 

Perpendicularidad de los pianos b i sector es de dos diedros adyacentes. 

Proyectar diversos puntos sobre un mismo piano y verificar el paralelismo de las 
perpendiculares bajadas de los puntos al piano. 

Analizar cual es la distancia entrc dos rectas que guarden diferentes posiciones 
en el espacio. 

MernorLzar los concept os siguicntes: 

— Plano bisector de un angulo diedro. 

— Angulo poliedro convexo. 

— Angulos diedros en un angulo poliedro. 

— Seccion plana de un angulo poliedro. 


Ejercicios adicionales 

Demostrar: Dos pianos son perpendiculares entrc si, si uno de ellos forma con 
el otro dos Angulos diedros adyacentes iguales. 

fti'S fj Hi* Sift ~ .....*.. 


Demostrar: Si de un punto interior a un angulo diedro trcczamos las perpen¬ 
diculares a las cams del diedro, et piano determinado por las rectas perpendicu¬ 
lares sera perpendicular a las caras del diedro. 

Respuesta: .■***••.... 


Demostrar: Ctialquicr punto que equidiste de las caras de un angulo diedro, esta 
contenido en un piano que biseca dicho angulo diedro. 


Rtspufsta 













R FAIT AS Y PLAN OS 


E-1I9 


4 La distancia del pun to P a la arista del angulo diedro recto ABMN es igual a 
30 cm; encontrar la distancia del punto P considerado a las caras del diedro, si 
dicho punto esta contenido en el piano bisector del angulo diedro recto ABMN. 



Respuesta: ..,... 

Un segmento de recta que mide 18 era forma un angulo de 60° con un piano a. 
Encontrar la longitud de su proyeccion en el piano a 

Respuesta; . .... ........ 


Calif icacidn. 
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(Pags, 245-249) 


Sec clones 

330. Angulo triedro. 

331. Ctaiificaci6n de los tried ros. 

332. Poliedro convexo. 

333. Polledros regulares. 


Pun ins iruportantes 

Memorizar lo que us un angulo triedro. 

Definir: triedro rectangulo, bir rectangulo y trirrectangulo. 

Dibujar un poliedro convexo de acuerdo con su defmiciin. 

Memorizar el nombre de los cinco poliedros regulares de 4, 6, 8, 12 y 20 earns 
respectivamcnte. 

Comprobar que unicamente hay cinco poliedros regulares convexos. 


Ejercicios adicionalcs 

1 Definir lo que es un angulo triedro. 
Rt'spuesta ; . .. 

(tCuales son los triedros isosceles? 
Respuesta: . 


,-Cual es la propiedad mas importante que tiene un poliedro convexo? 

Respuesta: ..*. tt , t t h , 

^Cuuntos poliedros regulares convexos existen y por que razon? 

Respuesta: ........., ,., 

Dado el m'miero de caras de los poliedros regulares, escribir su nombre corres- 
pondientc a continuacidn de cada uno de ellos: 

4 caras --— 

6 caras - 

8 caras - 

12 caras - 

20 caras - 


Calificaeidn 














Prismas y piramides 

(Pags. 250253) 

Sccdooe* 

334. Priima. Definiei6n y elemental. 

335. Para lei epipedo. 

336. Ortoedro. 

337. Teorema 97. 

338. Cube. 

339. Romboedro. 

340. Pirimide. 


Puntos import antes 

Mamori zar los conceptos de: 

— Prisma. 

— Prisma recto, 

— Prisma oblicuo. 

— Paralelepipedo. 

— Ortoedro. 

— Cubo. 

— Romboedro. 

— Piramide. 

Estudiar lo que son las caras laterales, aristas late rales y altura de un prisma. 
Clasificacion de los prismas. 

Verificar que en el ortoedro, el cuadrado de la diagonal es igual a la suma de 
los cuadrados de las tres aristas que concurren en un mistno vertice. Notar que 
la aplicacion del teorema de Pitagoras es lo mas importante para realizax esta 
demostracion. 

Clasificacidn de las piramides. 



Ejercicios adicionales 

Definir lo que es un prisma. 
Rtspuesta; .... 


C'uanto mide la diagonal de un ortoedro si sus lados miden 4, 6 y 8 cm respec- 
tivamente? 

Rtspuenta: ....... 

Deducir la formula de la diagonal de un cubo eh funcion de un lado L 

Respuesta; ........... 
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■) iQue es una piramide? 

Ri’ipuesta: .......- 


r ’ *En que sc basa la clasificacion de los pi r amides? 

Rttspuesta: ... 


Calificacion 
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(Pags. 254-257) 



Sccciones 

341. Pirimidc regular. 

342. Teorema 98 . 

343. Areas de los polled ros, 

344. Prisma recto. 

345. SecciGn recta de un prisma. 

346. Area lateral de un prisma cualquiera. 


Punt us import nines 

Estudiar el teorema 98. 

Memorizar los conceptos de: 

— Piramide regular. 

— Apotema de una pirAmide regular. 

Analizar lo que es el area total y el area lateral de un prisma © piramide. 
Deducir las formulas del area lateral y total de un prisma recto. 
Detemninar las diversas rectas form a das en prismas diferentes. 


Ejercicios adicionales 

i La altura de una piramide de base cuadrada es igual a 16 m y el area de una 
seccidn paralela al piano de la base y a 6 m de esta, es de 56.25 m J . Hallar el 
area de la base de la piramide. 

Rtspuesta ..... 

Encontrar cl area lateral y el area total de un prisma recto de 7.5 cm de alto, 
que tiene por base un pentagon© cuyos lados miden 3 cm. 

Respuesta; ...... 

Si el area lateral y total de un prisma recto miden 85 y 200 cm 2 , encontrar la 
altura de dicho prisma si su base es un octagono regular. 

Respuesta; ......... 

Encontrar el area lateral de un prisma recto si su base es un triangulo equilatero 
con un area de 15 cm 2 y su altura es igual al triple de la magnitud de un lado 
de la base, 

Respuesta : ..... 

El perimetro de la base de un prisma recto mide 14 m y su area lateral es igual 
a 324 m*. Encontrar su altura. 

Respuesta: ....... 

Calificacidn-———- 
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(Pags. 257-261) 


See cioncs 

347. Pirimide regular. 

348. Tronco de pirimide. Area lateral y total. 


Punlos importanlcs 

a) Examinar el area lateral de una piramide regular y memonzar su formula res- 
pectiva. 

b Deducir la fdrmula del area total de una piramide regular cualquicra. 

Estudiar lo que es un tronco de piramide y piramide deficiente. 

Estudiar cuidadosamente la formula del area lateral y la del area total de un 
tronco de piramide. 


Ejerckios adicionalcs 

1. Encontrar el area lateral de una piramide regular si el periinetro de la base 
mide 108 m y la altura de una de las caras laterales es igual a 11 m. 

Respuesta; ...... ,. — ........... 

2. Encontrar la fdrmula del area total de una piramide cuadrangular en funcion 
de las diagonals dc la base y de la altura de la piramide. 

Respuesta: ....... 

El perimetro de la base mayor de un tronco de piramide es igual a 85 era y el 
semi peri metro de la base menor es igual a las dos quintas partes del perimetro 
de la base mayor. Encontrar la apotema del tronco si su area lateral mide 800 
cm 3 . 

Re* puesta * ......... 

i. La base de una piramide cuadrangular mide 8 cm de lado. Si el area total es 
igual al doble del area lateral de la piramide, encontrar el valor de dichas areas. 

Respuesta: • • * * *.....•. 

Hallar el area total de un tronco de piramide hexagonal regular si las bases 
iniden 8 y 5 cm de lado respectivamente, y la altura del tronco de piramide es 
de 5 cm. 

Respuesta.' ..*... .... 
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Volumenes de los poliedros 


(Pags. 262-265) 

Secdones 

349. Definitions. 

,150. Teorema 9.9, 



Puntos impor tames 

Memorizar la definition de volumes de un poliedro. 

Estudiar las diferentcs unidades que cxisten para expresar el votumen de un 
cuerpo. 

i) Formula del volunien de un ortoedro. 


Ejercicios adicionales 

1 Expltcar lo que es volmnen de un poliedro. 

Respuesla: .............,.. 

■ ^Cuantos era 3 hay en 18 m 1 ? 

Respuesla: .. .. .... ... 

Si el voltunen de un ortoedro cs igual a 25 m n y el Area de la base 10 m 2 , 
encontrar la altura de dicho ortoedro. 

Respuesta: ..... 

Encontrar la. formula del volumes de un cubo en ftincion de su diagonal. 

Resfitsesta: ..... 

Si el volmnen dc un cubo es mimericamente igual al duplo del cuadrado de un 
lado de dicho cubo, encontrar rl lado y el volumen del cubo. 

Res puestn . .« , .... .. .. .. ... ....... ....... , ...... .... ....... ... .. .. ... 
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(Pags. 265-268) 


Scccionrs 

351. Teorema 100 . 

352. Teorema 101. 

353. Teorema 102. 

354. Prismas iguales. 

355. Prisma t rune a do. 


Pun to* importances 


Estudiar los teoremas 100, 101 y 102. 
b Igualdad de prismas. Propiedades. 

Memorizar la definicion de prisma tnmeado. 


Ejercicios adicionales 

Contestar con o los siguientes enunciados: 

La razdn de los volumenes de dos piramides de igual base es igual a la razon 
de sus alturas respectivas. 

Rtx fittest a: ....* *.. 

La razon de los volumenes de dos piramides de igual altura es proporcional al 
producto de sus bases respectivas, 

Rtfipueita: ...*.*.*............... 

La razon de los volumenes de dos ortoedros es igual a la razon de los products 
de dos de sus dimensiones. 

Rf tpue%ta: .*.... 

Dos prismas rectos que tienen iguales sus bases y sus alturas, tienen diferentes 
areas laterales. 

Resptietia: .....* • .... 

Prisma truncado es la poreion de prisma comprendida entre la base y un piano 
paralelo a dicha base que corte a todas las aristas laterales, 

Rfipuesta: . ...... — .....* - -. 
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Seccionn 

356. Prismas equivalentes. 

357. Teorema 105. 

358. Tenrema 104. 

359. Teortma 105, 


Puntos ini port antes 

; i Estudiar la equivalence de prismas. Verificar la igualdad de volunienes en pris¬ 
mas equivalentes. 

Demostrar la equivalence que existe entre el prisma oblicuo y el prisma recto, 
y las condiciones necesarias para que se cumpla esta equi Valencia. 

J Mcmorizar el volumen de un paralelepipedo recto. 

Deducir e! volumen de un paralelepipedo cuaiquiera. 

Ejereicios adicionales 

] Si cl volumen de un paralelepipedo recto es igual al doble de la base y al triple 
de la altura, encontrar dicho volumen. 

Respuesla: .. *..* * *. 

Exprrsar el volumen dc un paralelcpqxxlo recto cuya base es un cuadrado, en 
funcion de la diagonal dr la base si la altura es igual a las dos terceras partes 
de la diagonal. 

Respuesta: ..-..... 

f ‘Cuando son dos prismas equivalentes? 

Rtspuesta; ....... 


Escribir los caracteres que ticno la equi Valencia de prismas. 

Respuesta: ... 


^Qu4 condiciones deben existir para que un prisma oblicuo sea equivalente a 
un prisma recto? 

Res puesta : ........... 
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(Fags. 272-275) 


85 

Sccciancs 

360, Teorema 106, 
36L Teorema 107 _ 
362. Teorema 108. 


Punios importantes 

Descomponer cualquier paralelepipcdo en dos prismas triangulares equivatentes. 
Estudiar el teorema 107. 

Demostrar la equivalence que existe entre dos tetraedros dc igual altura y bases 
equivalentes. 

Recordar !a definition de limite. 


Ejercicios adicionales 

Encontrar el volumen del prisma triangular de la figura: 



Respuesta . 

Establecer la formula del volumen de un prisma triangular en funcion de la 
altura y los lados de la base de dtcho prisma. 

Respuesta: . ........... 

^Cual es el limite de los volumenes de los prismas inscritos en un tetraedro? 

Respuesta ..... 

^ Por donde debe pasar el piano que divide a un paralelepipedo en dos prismas 
triangulares equivalentes? i Por que? 

Respuesta .* ...- -. 










VOLUMENES DE LOS FOLIEDROS 
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Encontrar ia formula del volumen del tetraedro regular en fun cion de una dr* 
sus aristas. 

Reiputsta: ......... ... 
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86 

Spccioncs 

363, Tec rpma 109, 

364. Teorema HO. 


Puntm imporiantes 

,1 Demostrar que d volumen del tetraedro es iguai a la tercera parte del volumen 
de un prisma triangular de la misma base e iguai altura. 

» ) A partir del teorema anterior, establecer la formula del volumen de una pira- 
inide cualquiera. 

Memori/ar dieha formula expresada en palabras. 


Ejerrieios adicionaks 

Dcmostrar: 'Toda piramide es la tercera parte de un prisma que tenga iguai 
base e iguai altura '. 

Resputsta; . ................. 


Encontrar el volumen de una piramide cuya base inide 106 m* y su altura es 
iguai a 12 m. 

Respueita : .......... 

Demostrar: “La razon de los volumenes de dos piramides es iguai a la de los 
productos de sus bases por sus alturas”. 

Respuesta: .......... f . ... ....- • ■ *... 


Encontrar el volumen de una piramide que mide 7 in de altura y cuya base es 
un rombo cuyas diagonales mi den 4 y 3.5 m. 

Rt'spue.Ua: ........... 

Demostrar: “Dos piramides de iguai altura y bases equivalentes, son equiva- 
lentes”. 

Rtspueita ...... 
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Seccfamcs 

365. Teorerna ///. 

366. Teorerna 112 . 

367. Volumen del tronco de piramide dc bales paraldas 
Puntos import antes 


Memorizar el teoreina Illy demostrarlo analizandolo cuidadosamente. 
Establecer la formula del teorerna anterior. 

Estudiar detenidamente e! teorerna 112. 
w Deducir la formula del volumen del tronco de piramide de bases paralelas. 

Ejercicios adicionales 

Encontrar el volumen de los troncos de piramides siguientes: 



Rfipuesta: 


9 


5cm 



Respiusta: 
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3 


r , = 5 cm 
r t = 8 cm 
( ^ II cm 


Respuesla; 

4. 



2.5 



*■ 


Respiusta: 

5. 



Respueita: 
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Cuerpos redondos 

(Pags. 283-288) 


Sccctonet 

368. Supcrficie de revdufiin. 

369. Cilindro. Areaj lateral y total. Volumm, 

370. Superficit con tea de revolution. 

371. Cono circular recto. Area* lateral y total. Volumen. 


Pun tos import antes 

1 Enrender Jo que es una superficie de revolucion, 

Estudiar las formas de engendrar las superficies de un cilindro,, de un cono y 
de una esfera. 

Establecer las formulas del area lateral* total y del volumen de un cilindro. 
d) Memorizar las definiciones siguientes: 

— Cilindro, 

— Volumen del cilindro. 

— Superficie conica de revolucion. 

— Generatrix y directrix de un cono. 

— Cono circular recto. 

Deductr las formulas del area lateral, total y del volumen del cono circular recto. 


Ejetrcicios adicionales 

(Como se engendra una superficie de revolucion? 

Respuesta ..... 


Enrontrar el area lateral, total y el volumen de un cilindro de 6 m de altura y 
3 m de radio. 

Respuesta: ....... 

(Que superficies engendran a un cilindro, a un cono y a una esfera? 

Rt'fpuesta . .... ......... 


Si el area lateral y el area total de un cono circular miden 43 y 66 cm- res pec 
tivamente, hallar el valor de la generatrix y del radio de dicho cono. 

Respuesta: ........ 
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Si el volumen de un cono y su altura miden 100 m* y 4 m respectivamente, hailar 
su radio. 

Rispuesta: ........ 
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(Pags. 288-294) 89 

SfmonM 

372- Tmnco d<- cono. Arras lateral y total. 

373. Superficie csfririca y esfrra. 

374. Posit: iones relativas de una recta y una esfera. 

373. Cono y cHindro circunscrito a una esfrra. 

376. Figuras en la superficie esteriea y en la esfera. 

Puntos importantes 

i: Memorizar las definiciones siguientes; 

Tnonco de cono. 

— Superficie esferica. 

— Esfera. 

—- Casquete esferico, 

— Segmento esferico 

— Huso esferico. 

— Cuna esferica. 

— - Triangulo esferico. 

— Angulo esferico. 

Deducir las formulas correspondientes al area lateral, total y al volumen del 
tmnco de cono. 

Estudiar las posiciones relativas de una recta y una esfera, 

Oblencion del cono y del cilindro circunscritos en una esfera determinada. 


Ejercicios adicionales 

Encontrar el valor del area lateral y del area total de un tronco de cono que 
mide 8 y 6.5 cm dc radios y cuya gencratriz forma un Angulo de 45° con et 
radio mayor. 

Rerpuesta: ..... . 

Hallar el volumen de un tronco dc cono que tiene una altura de 16 m y cuyos 
radios miden 9 y 7 m respectivamente, 

Respuesta: ......... ....... 

Definir lo que es un casquete esferico y un segmento esferico. 

Respuesta: ......... 


4. 


I Como se llama la porcidn de superficie esferica limitada por dos semidrculos 
maxim os? 
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Rrspuesta: ... 

i Que es un angulo esferico? iy que es un triangulo esferico? 

Rt tpuesta ...... ,, 


Calificacion 
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(Pigs. 294-301) 



Secciones 

377. Area dc una csfera y de figure enfericas. 

378. ReEacion entre el area de una esfera y la del cilindro cirrunicrito. 

379. Volumen de la esfera, 


Puntus importantes 

Estabtecer los pasos necesarios para encontrar la fdrmula del area de una super- 
ficie esferica. 

Deducir las areas de una zona esferica y de un huso esferico. 

Establecer la formula del volumen de la esfera. 

Memorizar ta formula del volumen de ta esfera en funcion de su radio. 


Ejercicios arlicionales 

Encontrar el area de una superficie esferica de 3.8 m de diametro. 

Respuesta: ... 

Si el radio de una esfera mide 5.4 cm y la altura de un casquete esferico es igual 
a 3.2 cm, encontrar e! area dc dtcho casquete esferico. 

Respuesta: ...... . .. 

Encontrar el volumen comprendido entre la parte exterior de la esfera y la par¬ 
te interior de la figura siguiente: 





Respuesta: 

Si el volumen de una esfera es igual a 283 cm 1 , encontrar su diametro 

Res put st a: 
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Encontrar el volumen comprendido entre la esfera y el tetraedro regular inscrito, 
si el radio de la esfera es igual a ! to. 
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